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Prezenta lucrare este adresata studentilor care studiaza analiza functionala la facultagile

de matematica. Continutul lucrarii corespunde acelui compartiment al programei de
analiza functionala ce prevede studierea spattiilor metrice, spatiilor normate si spatiilor
Hilbert si reprezinta, de fapt, cursul de prelegeri sustnut de autor in decursul mai multor

ani la facultatea de matematica si cibernetica a Universitatii de Stat din Moldova.

In lucrare se examineaza un sir de exemple in vederea ilustrarii aplicatiilor si
aprofundarii materiei teoretice. Un numar suficient de astfel de exemple cititorul poate

gasiin [8].

Desi lucrarea este adresata nemijlocit studentilor ce studiaza analiza functionala, ea

poate fi folosita si in cadrul studierii cursurilor de analiza matematica si de topologie.

Autorul aduce sincere multamiri docentilor M.A.Barcari si A.A.Sementul care au luat

cunostinta de lucrare, contribuind la imbunatatirea acesteia.



L.SPATII METRICE
8§ 1. Spatii metrice. Exemple.

Tn analiza matematica se studiazi citeva definitii a notiunii de limita: limita unui sir
de numere reale, limita unui sir de vectori n-dimensionali, limita unui sir uniform
convergent de functii, etc. Daca analizam atent aceste definitii, observam, ca toate au ceva
comun, si anume: sirul {x,}7° (de numere, vectori n-dimensionali, functii) converge catre
X, daci ,.distanta" dintre X, si X tinde citre zero. In dependentd de natura elementelor si de
faptul cum intelegem ,,distanta" dintre elemente obtinem definitia notiunii de limita sub
diferite forme. Aceasta situatie ne sugereaza ideea de a introduce pentru elementele unor
multimi o definitie generala a distantei care ar generaliza cazurile particulare mentionate

mai sus si Inca multe altele.

Pentru orice doua multimi nevide X si Y vom nota prin X x Y produsul cartezian al

acestor multimi, adica mulfimea
XxY={(X,y):xe X, yeY}

Definitia 1. Se numeste distantd (sau metricd) ntr-o multime X orice functie

nenegativa p : X x X = R ce poseda urmatoarele proprietati (axiomele distantei):

1) p (X, y) =0 daca si numai daca x =;
2) p(X,y¥)=p(y,x)oricarearfix,y € X;
3) p(x,2)<p (X, ¥) +p (y, 2) pentru orice X, y, Z € X (inegalitatea triunghiului).

Observatie. Din axiomele 1-3 rezulta, ca functia p : X x X — R este nenegativa.
Intr-adevar, 0=p (X, X) < p (X, ) + p (Y, X) =2p (X.y).
Prin urmare, Tn definitia distantei conditia, conform careia se cere ca functia

p : X x X = R sa fie nenegativa, poate fi omisa.

Definitia 2. Se numeste spatiu metric orice multime nevida Tn care este definita o

distanta.



Spatiul metric se noteaza prin (X, p) sau X,. Daca este clar, despre ce metrica este

vorba, vom scrie simplu X. Elementele unui spatiu metric se mai numesc si puncte.

Fie (X, p) un spatiu metric oarecare. Daca Y este o submultime nevida a multimii X,
atunci, considerind pe Y aceeasi distanta intre elementele ei ca si In X, obtinem un spatiu

metric nou (Y, p) care se numeste subspatiu al spatiului metric (X, p).
Mentionam citeva proprietati ale distantei.

1) Pentru orice {xJij<cX (n € N) are loc inegalitatea p (X1, X)) <
< p(X, X))+ p (X2, X3)+ ... +p (X1, Xn), numita inegalitatea poligonului (prin
analogie cu axioma triunghiului). Aceasta proprietate se obtine direct din 3),
utilizind metoda inductiei matematice.

2) Pentruorice x, X', y, y' € X este adevarata inegalitatea

o (X Y)=p (X, Y) < p (X X) +p (v, Y) 1)
numita inegalitatea patrulaterului. Conform proprietatii 1) avem
p(y)<p (X x)+p (X, y)+p (y,y)saup (x y) =p (X', y) <p (%, X) +p (y,¥)  (2)
Tn mod analog obtinem
p(XyY) =p (6 Y) <p (X X) +p (¥, ¥) sau=(p (x,y) —p (X', ¥)) <p (X, X) +p (y, ¥)
3)
Din (2) si (3) rezulta (1).
Exemple.

1. Fie X = C multimea numerelor complexe, sau X = R multimea numerelor reale,
sau X = Q multimea numerelor rationale. Functia p (X, ¥) = [X - y| (X, y € X) defineste 0
distanta in X. Axiomele 1 -3 ale metricii se verifica nemijlocit si deci (X, p) este un spatiu
metric. Spatiul metric R este un subspatiu al spatiului metric C, iar Q este un subspatiu al

spatiului metric R si al spatiului metric C.



2. Fie X o multime nevida arbitrara. Sa aratam ca functia

1,x %y,

p(x,y)={0,x:y

defineste o distanta pe X.

Axiomele 1) si 2) evident sint satisfacute. Vom demonstra ca este satisfacuta si
axioma 3). Este suficient sa consideram cazul X # z. Relatiile X =y si y = zZ implica X = Z si
deci in cazul x # z are loc cel putin una dintre relatiile X # Y, y # z. De aici rezulta ca partea
dreapta a inegalitatii triunghiului este egala cu 1 sau 2, Tn timp ce partea stinga este egala
cu 1. Astfel este satisfacuta si 3). Spatiul metric obtinut se numeste spatiu metric discret

sau spatiu metric al punctelor izolate.

Acest exemplu ne aratd cd metrica poate fi definitd pe orice multime nevida si, prin

urmare, orice multime nevida poate fi organizata ca spatiu metric.

3 .Fie S multimea tuturor sirurilor numerice. In S distanta poate fi definita prin

formula:;

p(x,y) = TP = T g2y = 0P (4)

2K 1| E -yl
Proprietatile metricii 1) si 2) sunt evidente. Sa demonstram proprietatea 3).

Pentru aceasta observam ca functia f(t) = 1L+t (t > 0) este crescatoare (f(t) =

= 1-— %H). Daca z = ((;)7°, atunci
1€k — il = 106k — Ci) + C — M| < €k — Qel + 1Ck — 1kl
si deci

1$k — Nkl
1+ 18, — il

= fUsk — kD) < fFUE — Tl + 8 — 1) =

_ 1€k — Q| + 10, — M| _ 1€k — Tl
T+ 18 — Gl + Qe — el 14 & — el + 18 — 1kl

_|_



n 18k — Ml < 1€k — Tl n |1Ck — k| .
T+ 18 = Gl + [0 — Ml 1+ 1E — Ql 1+ Qe — 1kl

De aici

i — Okl 10k — Nl ):

77k| ( N
28 \1+ 16 — Gl 1+ (G — miel

Ms

P(XY)‘ZZk 1+|€k

=p(x,z) + p(z,y).

k=1

Asadar, multimea tuturor sirurilor numerice S cu distanta definita prin formula (4) ,

intr-adevar formeaza un spatiu metric.

4. Fie X multimea tuturor functiilor continue pe segmentul [a, b]. Sa aratam ca prin

formula
p(x,y) = max |x(t) — y(t)|
asts<b
se defineste o distanta in X.

Avem : p(x,y) = ;Islt?s)%lx(t) —y(t)| = 0 daca si numai daca x(t) - y(t) = 0

pentru orice t € [a, b] sau x(t) = y(t) pentru orice t € [a, b], adica x =y. Proprietatea a doua

a distante1 este evidenta.

Sa demonstram ultima proprietate. Fie X, Y, z trei elemente din X. Avem:
Ix(@®) —z(®)] < |x(&) —y (O] + |y(t) —z()]| <
< max |x(¢) —y(O|+ max|y(t) —z(t)| = p(x,y) +p(,2)
si deci
p(x,z) = max|x(t) —z(O)| < p(x,y) + p(y,2).

Spatiul metric obtinut se noteaza prin C[a, b].



5. Fie ., multimea tuturor sirurilor marginite de numere reale sau complexe. Functia

p(x,y) = Sliplfn =Ml (=7 y=mI7Y) ) )

defineste o distanta in | si deci l» este un spatiu metric cu distanta (5).

.....

6. Spatiul metric co este format din toate sirurile de numere reale sau complexe,
convergente la zero. Distanta in co se defineste prin formula

p(x,y) = max|$n = nnl, ( x=0E)Y,  y=0)7) )

Spatiul co este un subspatiu al spatiului metric l..

§ 2. Inegalitatile Young, Holder si Minkowski

: . . : ) 1 1
Fie p > 1 un numar real si g - numarul real adjunct al lui p, adica ; + E = 1.

Inegalitatea_Young: Pentru orice numere reale sau complexe a si b are loc

inegalitatea

lal?  |b]1
lab] < — + — (1)
P q

Demonstratie. Inegalitatea (1) este evidenta , daca a = 0 sau b = 0. Admitem ca

14 . . .. 4
ab = 0. Consideram functia f(x) = % —x,x = 0) . Derivata acestei functii f (x) = xP1 —
— 1 ia valoarea zero numai in punctul x = 1. Punctul x = 1 este un punct de minim al

functiei f (deoarece f''(1) =p—1>0) si deci

=2y 1) =te1= -
x)=——x =——1= —-,
p N p q

De aici



xP 1
< — -
x_p+q (x = 0). (2)

Punem Tn aceastd inegalitate x = |a| X |b|*~9 si obtinem

|a|px|b|p_pq 1
—_— 4+ -

x = |a| x |b|}171 < p

3)

Tnmultind ambele parti ale ultimei inegalititi cu |b|9 (tinind cont de relatia p + ¢ =
=p x Q) , ajungem la inegalitatea (1). Deoarece inegalitatea (2) devine o egalitate daca si
numai daca x = |, rezulta ca inegalitatea (3), si deci si (1), devine o egalitate daca si numai

daca |a|? X |b|P7P9 =1 sau |a|P = |b|9.

Inegalitatea Holder. Fie | < p <oo; p!+ gl= 1. Pentru orice doud sisteme de
numere reale sau complexe {a;}", {b;}" are loc inegalitatea
P s Djsy 9

1 1
n n p n

Z|ajbj|S 2|aj|p ' Z|bj|q : 4

j=1 j=1 j=1
Demonstratie. Fie

q

n 1/p n 1/
A=(Dlal"| siB=(>Ip"] .
j=1 j=1

Inegalitatea (4) este evidenta, daca A = 0 sau B = 0. Vom presupune deci ca AB # 0.

e . a; b;
Aplicam inegalitatea Young numerelor a; = Z]' bj = EJ' Avem

b P b4
|a1 1| < |a1| _|_| ]| (5)

AB pAP qBa’

Adunam aceste inegalitati si obtinem



n n 14 n q
Z z a; +Z|bf| = AP 4+—.BI=4+2=1
4 4 p L qBY pAP qB1 p q
= j=1 j=1
De aici
n
Z|ajbj|<,4 B
j=1

ceea ce trebuia de demonstrat.

Trecind Tn ultima inegalitate la limita cu n — oo, obtinem inegalitatea Holder pentru

siruri de numere (reale sau complexe)

1

1 1
alaby] < (Sala ") - (Z52alby ) (6)

E bine sd observam ca daca seriile din partea dreaptd a inegalitdfii (6) sint

convergente, atunci este convergenta si seria din partea stingd a ei.

Nota. Fard dificultate se constata ca inegalitatile (4) si (6) se transforma in egalitati,

daca si numai daca inegalitatile (5) se transform 1n egalitati, adica

|aj|p _ ;|

" = [5]]", =5

G=12,..)
sau |q;|” = 2|p;|* (G =12,..).
Demonstratia o 1asam pe seama cititorului.
Prin rationamente similare se stabileste si inegalitatea Holder pentru functii.

Dacda x,y € C[a, b],p>1,p?*+q?=1,atunci

1/p b 1/q

b b
f X(0) - y(©O)ldt < f (Pt | - f y(©)7dt



Sa demonstram in continuare inegalitatile Minkowski

il + b)) < (Ela”) + (Cmlb ) ¢ =D, (7)
g+ 57 < ERilal)y + b)Y @ =D, (8)
b 1/p b 1/p b 1/p
( j () + y(t)wdt) < ( j |x<t)|pdt> n ( f |y(t)|th> @1,
X,y € C[a, b]. (9)

Inegalitatile (7)-(9) sunt evidente pentru p = 1. Daca p > 1, atunci n virtutea

inegalitatii HOlder avem

n n

ZIaJ- +h[" = Zlaj +by-|a + b,
j=1 j=1
n n
-1 -1
<D lggl-la+ "+ by oy + by <
j=1 j=1

n KL va s, p 1/q
= <Z|aj|p> ' (Zlaj + bj|(p_1)q> + <Z|bj|p> : <Z|aj + bj|(”_1)q> -
j=1 j=1 j=1 j=1

n 1/q n 1/p n 1/p
= Dla+nl") [ Dl ] +( DIl ) )
j=1 j=1 j=1



n a o
Impartim acum prin Z|aj + b; |p si obtinem (tinind cont de egalitatea E + a =1)
j=1
p

n 1/p n 1/p n 1/
Mla+pl ) <( Dl | + Dbl @=v
j=1 j=1 j=1

Tn mod analog se stabileste si inegalitatea (9). Prin trecere la limita Tn inegalitatea

(7) obtinem inegalitatea (8).

Mentionam ca convergenta seriilor din partea dreaptd a inegalitatii (8) implica

convergenta seriei din partea stinga.

§ 3. Spatiile metrice C™, R™, 1,™, 1M, I, Cy[a, b]

1. Spatiul metric C™ este format din mulfimea tuturor sistemelor X = (&1, &2, ..., Em) de

m numere complexe cu distanta

p(x,y) = (BRtalée —meDHY? (x = GT ¥y = )T 1)

Sa aratam ca formula (1) intr-adevar defineste o distanta. Proprietatile 1) —2) ale
distantei sint evidente. Vom demonstra proprietatea triunghiului. Fie z = ({)T*. Utilizam

inegalitatea Minkowski si obtinem

1/2 1/2

py) = D lge—ml? | = DI =50+ G—nol | <
=1 =1

1/2 1/2
m m
<[ Dla—al |+ Dl—ml? | =pe2)+ o).
j=1 j=1

2. Spatiul metric R™ este format din multimea sistemelor x = (&;)}" de m numere reale

cu distanta



1/2
p(x,y) = (TTalée —mel®)™" (= EOT ¥ = )T
Este evident ca spatiul R™ este un subspatiu al spatiului metric C™.

3.Fie X multimea tuturor sistemelor x = (£;)}" de m numere reale sau complexe si
p > 1. In multimea X definim distanta astfel

1/p

p(x,y) = (Xl —mel?)™ (x = (€I ¥y = )™ |-

Proprietatile 1) —2) ale distantei sint evidente. Proprietatea 3) se obtine cu ajutorul

inegalitatii Minkowski. Fie z = ({;,)T*. Avem

1/p

m 1/p m
p(x,y) = (Zlfk - nk|p) = (Zm — )+ (G — nk>|p> <
k=1 k=1

1/p

m 1/p m
< (Zl’fk - fk|p) + (ZKR — 77k|p> =p(x,2) + p(z,y).
k=1 k=1

Spatiul metric obtinut se noteaza prin I,™.

3. In multimea X a tuturor sistemelor de m numere reale sau complexe definim distanta

prin formula
pCr,y) = max|& —mel (x=@EI7 ¥y =)

Axiomele distantei se verificd nemijlocit. Spatiul metric obtinut se va nota cu lo™.

5. Fie | £ p < w. Vom nota cu |, multimea tuturor sirurilor de numere reale sau

complexe x = (&,,)7°, pentru care seria

imp
n=1



este convergenta. Distanta in |, se va defini prin formula

0 1/p
p(x,y>=<2|€n—nn|p> =@ Y= @

Convergenta seriei (2) rezulta imediat din inegalitatea Minkowski.

Proprietatile 1) si 2) ale distantei sint evidente, iar proprietatea 3) se deduce utilizind

inegalitatea Minkowski.

6. Spatiul Cy[a, b] (I < p < ) este format din multimea tuturor functiilor continue

pe segmentul [a, b] cu distanta
1/p
p(x,y) = ([1x(®) = y(®)Pdt) "~ (x,y € Cyla, b]).

Deoarece functia |x(t) — y(t)|P este continud si nenegativa, integrala definita a ei

este egala cu zero, daca si numai daca aceasta functie este egald cu zero.
Prin urmare: p(x,y) = 0 daca si numai daca x = y.

Proprietatea 2) este evidenta, iar proprietatea 3) rezulta din inegalitatea Minkowski

pentru functii (utilizam procedeul din exemplul 3).

8 4. Convergenta intr-un spatiu metric

Definitia 1. Sirul {x,,}7" de puncte ale spatiului metric X se numeste convergent,

daca exista un punct a € X cu propretatea
lim p(x,,a) =0,
n—oo

adica pentru orice € > 0 exista Nng = no(e) € N , astfel Tncit p(x,,a) < € pentru orice

n =no.

Punctul a Tn acest caz se numeste limita sirului {x., }>° si se scrie
S S nS1 S



lim x, =a

n—oo

Sau Xp, — a.
Din aceasta definitie imediat rezulta
Teorema 1. Daca sirul {x,,}7 este convergent si

lim x, = aq,

n—oo

. . . 00 . .
atunci orice subsir {xnk}l al acestui sir de asemenea este convergent §i

lim x, =a.

n—oo

Teorema 2. Limita oricarui sir convergent este unica.
Demonstratie. Fie

lim x, = aq, lim x, = b.

n—co n—oo
Utilizind inegalitatea triunghiului, obtinem
0 < p(a,b) < p(a,x,) + p(xy,b) - 0
si deci p(a, b) =0, ceea ce implica b = a.

Definitia 2. Se numeste sfera (sau sfera deschisa) cu centrul a si de raza r in spatiul

metric X multimea
S(a, r) ={x € X: p(x,a) <r}.
Orice sferd cu centrul Tn punctul a se numeste vecinatate a acestui punct.

Utilizind notiunea de vecinatate, putem afirma ca sirul {x,}7 converge catre
punctul a € X, daca orice vecinitate a acestui punct contine termenii sirului {x,} cu

exceptia unui numar finit de termeni.



Definitia 3. Multimea M c X se numeste marginita, daca exista o sfera S(a, r) care

contine multimea M.

Observatie. Daca multimea M este marginita si M < S(a, r) atunci pentru orice b e

X exista un numar pozitiv t astfel incit M < S(b; 1) .

E suficient si punem t = r + p(a, b). Intr-adevar, daci X € M, atunci p(x, a) < r si

deci
p(x, b) <p(x,a) +p(a b)<r+p(ab)=r,
adica x € S(b, 1).
Teorema 3. Orice sir convergent este marginit.
Demonstratie. Fie

lim x, =a sie=1.

n—oo

Existd ng € N astfel incit p(x,,, b) < | pentru orice n > no. Daca r = | + max{p(xs, a), ...,

p(x,0, @), 1} atunci, evident, p(x,,,a) <r (n=1, 2, ...) si deci {x,}7 < S(a, r).

Afirmatia reciproci acestei teoreme nu este adevarata. De exemplu, sirul {(—1)"}{°

este marginit in spatiul metric R, insa nu este convergent.
Teorema 4. Tn orice spatiu metric distanta este o functie continui, adica relatiile

lim x, = a, lim y, =b

n—oo n—oo
implica
lim p(xy,, y,) = p(a,b).
n—oo
Demonstratie. Din inegalitatea patrulaterului imediat rezulta:

Ip(xn»:Vn) - ,D(Cl, b)l < ,D(Xn, a) + .D(yn» b) -0

si deci



lim p(x,, y,) = p(a,b).
n—ooo
Sa ne oprim mai amanuntit la studiul convergentei in unele spatii metrice concrete.

Teorema 5. Convergenta n spatiul metric R™ (C™) este echivalentd cu convergenta
in coordonare, adica sirul {x,} , x, = (fl(n),fén),..., ,(,711)) converge in R™(C™ la

a=(ay ay ..., an) daca si numai daca El(n) - a, (n) - a,, . ,(,?) - a,,.

Demonstratie. Vom demonstra teorema pentru spatiul C™.

Pentru Tnceput demonstram inegalitatile

1/2
m
2
< . < 1
max |&] leﬂl Vm- max |§;]. M
j=1
Avem
1/2

m
Z|§j|2 >0 +-4+0+]&7+0+--0)Y2 = |&|
j=1

pentru orice k=1, 2, ..., m, ceea ce implica inegalitatea

. 1/2
2
max < ;
1<k<m|€kI Z|€]|
j=1
Pe de alta parte
. . 1/2
2
. < — .
Zlf,l Z max Ifk Vm - max |l.
j=1 j=1

Din inegalitatea (1) obtinem



1/2

max |E,En) - ak| < i |f](n) - aj|2 = p(x,, a) < vVm max |E,En) — ak| )
j=1

1<ksm 1<ksm

ceea ce in mod evident implica afirmatia teoremei.

Teorema 6. Convergenta in spatiul |, implicd convergenta in coordinate (catre

acelasi element).

Demonstratie. Fie X, = (E}n))i", a= (aj)io €l, siX,— a in spatiul I,. Este

evident ca
1
(o's) p p
e —al sl -af | = st G=r2.
j=1

Intrucit p(x,,a) = 0, avem E,E") = a; (k=1,2,..).

Afirmatia reciproca nu este adevarata. Este suficient sa observam ca sirul {e,}7
(en = (0, ...,0, I, 0, ..)) converge in coordonate citre 0 = (0, 0, ...). Tn acelasi timp

p (en, 0) =1 pentru orice n € N si deci sirul {e,}7 nu converge la01n I,.

In mod analog se demonstreaza ca convergenta in spatiile l. si Co implicad

convergenta in coordonate, iar afirmatia reciproca nu este adevarata.

Teorema 7. Convergenta in spatiul C[a, b] este echivalentd cu convergenta

uniforma a sirului respectiv de functii.

Demonstratie. Fie X, X, € C[a, b]. Conform definitiei convergentei intr-un spatiu
metric, sirul {x,}7 converge cétre X, daca si numai daca pentru orice € > 0 existd

No=no (¢) € N, astfel Incit
p(x,,x) <& oricarear fi n > no. (2)

In spatiul C[a, b] inegalitatea (2) ia forma



max |x,(t) —x(t)| < &.

astsb

Aceasta inegalitate, evident ,este echivalenta cu inegalitatea
lx, () —x(t)|] <e (@<t<bhb).

Prin urmare, sirul {x,}7 converge catre X in spatiul C[a, b], daca si numai daca

pentru orice € > 0 exista Ng () € N, astfel incit
%, () —x(t)| <e (M=ngast<h),

ceea ce coincide cu convergenta uniforma a sirului de functii {x,,(t)}7 catre x(t).

Teorema 8. Convergenta sirului {x,}7 Tn spatiul C [a, b] catre x implica

convergenta sirului {x,}{ catre acelasi punct in spatiul Cp[a, b].

Demonstratia rezulta imediat din inegalitatea:

1
pCp (an x) < (b - a)p ) pC(xn» x)
Ultima inegalitate se demonstreaza astfel:

b 1/p b 1/p
pey i) = | [l = x@Pde | < [ maxlw© - x@Pde | -
asts
a a
1/p

b
- f peCenOIPdE | = (b= @) pe ().
a

Afirmatia reciproca acestei teoreme nu este adevarata. lata exemplul respectiv: sirul
)y (v =t™) in Cp[0,1] converge catre 0, insa in C [0; 1] nu converge catre 0 ( este
diverjent !).

In mod direct se demonstreaza ca in spatiul S convergenta este echivalenta cu

convergenta in coordonate.



8 5. Multimi deschise si multimi Tnchise

Notiunile de mulfime deschisa si de multime Tnchisa intr-un spatiu metric, precum si
unele proprietati ale lor, sint cunoscute din cursul de analiza matematica. Avind in vedere
insd importanta lor, am gasit de cuviintd sa amintim proprietatile principale ale acestor

clase de multimi.
Fie X un spatiu metric $i M o multime din X.

Definitia 1. Se zice ca punctul X € M este punct interior al multimii M, daca exista o

vecinatate S(X, €) a acestui punct , astfel incit S(x, €) < M.

Definitia 2. Multimea M se numeste deschisa daca ea este formatd numai din

puncte interioare, adica pentru orice X € M exista S(X, €) M.

Exemple:

a) In spatiul metric R multimea M =(a, b) este deschisa, iar M; = [a, b) nu este
deschisa (punctul a nu este punct interior al multimii M).

b) Tntr-un spatiu metric arbitrar X orice sfera S(a, r) este o multime deschisi. Tntr-
adevar, fie xpe S(a, r). Punem ry = r -— p(Xo, @) > 0 si vom arata ca S(Xo, ) C
S(a, r). Daca x € S(Xo, r1), atunci p(x, a) < p(x, Xo) + p(Xo, &) <ri+ p(X, @) =,
adica x € S(a, r). Prin urmare, sfera S(a, r) impreuna cu orice punct Xo contine si 0
vecinatate a acestui punct si deci multimea este deschisa.

c) Orice spatiu metric X este, evident, o multime deschisa.

Teorema 1. Reuniunea oricarei familii de multimi deschise este o0 multime deschisa.

Intersectia unui numar finit de multimi deschise este o multime deschisa.

Demonstratie. Fie {Go}aca un sistem de multimi deschise si

G=UGa.

acA



Dacd Xo € G, atunci Xo apartine cel putin unei mul{imi G,,. Mulfimea G, , fiind
deschisa, contine o sferd S(Xo, r). Insi G 5 G, .2 S(Xo, I') si deci multimea G este deschisa.

Fie acum
unde G; sint multimi deschise.

Daca X € G, atunci Xo € G;j si deci exista g > 0, astfel incit Gjo S(xo, gj), j =1, 2, ..., m.

Pentru

€= min & >0
I<jsm

avem: S(Xo, €) < S(Xo, §) = Gj (J =1, 2, ..., m) si deci
m
S(xg, &) C ﬂ Gj = G.
j=1

Asadar, multimea G contine punctul Xo impreund cu o vecinatate S(Xo, €) si deci

orice X € G este un punct interior al acestei multimi, adica G este deschisa.

Definitia 3. Se zice ca punctul Xo € X este punct de aderentd al multimii M c X,

daca S(Xo, €) " M= J oricare ar fi ¢ > 0.

Definitia 4. Multimea tuturor punctelor de aderenta ale multimii M se numeste

Tnchiderea multimii M si se noteazi M.
Este evident ¢ pentru orice multime M c X avem M c M.

Teorema 2. Punctul X € X este un punct de aderentd al multimii M (adicd x € M),

daca si numai daca exista un sir {x,,}3c M , convergent catre X.

Demonstratie. Daca x este un punct de aderenta al multimii M,atunci

S(x%) NM=0 m=12..,).



- 1 : : :
Alegem cite un punct x,, € S(x, ;) NM=+@ siobtinem sirul {x,}7< M cu
p(x,,x) < % — 0, adica x, = X.
Reciproc, fie X, € M, X, — x. Din definitia limitei unui sir de puncte ale spatiului
metric rezultd ca pentru orice € > 0 toti termenii sirului {x,,}7< M , cu exceptia unui

numar finit de termeni, apartin sferei S(X, €). Prin urmare S(x, €) N M # 0 si deci x este un

punct de aderenta al multimii M.
Definitia 5. Se zice ci multimea M este inchisd daci M = M.

Teorema 3. Multimea M este inchisa daca si numai daca pentru orice sir {x,}7c M,

Xn — X implicd X € M.

Demonstratie. Fie M o multime inchisa si {x,}7c M , X, — X. Conform teoremei 2,

punctul x este un punct de aderentd al multimii M, adici x € M .Insa M = M si deci x € M.

Reciproc, fie cd M poseda proprietatea: {x,}7< M , X, — X implica X € M. Aceasta

Tnseamni ci M contine toate punctele de aderentd si deci M < M.

Deoarece incluziunea M c M este evidentd, rezulti cd M = M, adici M este

multime inchisa.

Consecintd. Orice sfera Inchisa

S(a,r) ={x € X:p(x,a) <71}

este o mulfime inchisa n spatiul metric X.

Intr-adevar, fie x,, € S(a,r), x,, = x. Utilizind continuitatea distantei obtinem

p(x,a) = lim p(x,,a) <r
n—-oo

si deci x € S(a,1).

Teorema 4. Tn orice spatiu metric X complementara oricirei multimi deschise

(inchise) este o multime Tnchisa (deschisa).



Demonstratie. Fie multimea G deschisa, X, € F = X | G, x,, & x. Admitem ca
x ¢ F. Atunci x € X |F =G si deci existd o sferd S(X, €) = G. 1Insd x, — x si deci
Xn € S(X, €) (N = ng). Prinurmare x, € G (N> ng), ceea ce este imposibil. Rezulta ca

X € F. Conform teoremei 3 multimea F este inchisa.

Fie acum F o multime inchisa. Sa demonstram ca G = X \ F este deschisa. Admitem
contrariul. Atunci nu orice punct al multimii G este interior si deci exista a € G, astfel
incit orice vecinatate S(a, €) nu se include in G. Prin urmare , S(a, €) N F = 0 (Ve > 0),
ceea ce arati ci a € F. Insa F = F gi deci a € F, adica punctul a apartine atit multimii G

cit si complementarei F a acestei mul{imi. Contradictie. Deci mulfimea G este deschisa.
Utilizind principiul de dualitate si teoremele 1, 4 obtinem

Teorema 5. Intersectia oricarei familii de mulfimi inchise este o mulfime inchisa.

Reuniunea unui numar finit de multimi inchise este o multime Inchisa.
Demonstratie. Fie {F,},c, un sistem de multimi inchise si F = Ngea F,.  Avem

X\F = X\(NgeaF) = Ugea (X\ F)

Multimile X\F, sunt deschise si deci X\F este deschisi. Insa atunci multimea F =

X \(X\| F) este inchisa.

In mod analog, daca Fj (j = 1, 2, ..., m) sunt multimi inchise si

m
F=UF]-,

J=1

atunci

F =X\ ﬂ(X\Fj) .
j=1

De aici imediat rezulta partea a doua a teoremei.

In continuare mentionam citeva proprietati ale operatiei de inchidere.



Teorema 6. Pentru orice mul{imi din spatiul metric X avem

a) M; € M, = M; ¢ My;
b) My UM, =M, © My;

C) My N M, € M; U My;

d) (M) = M.

Demonstratie. Proprietdtile a) - c) se verifica fard dificultate. Vom demonstra
proprietatea d). Incluziunea M c (M) este evidentd. S3 demonstrim incluziunea inversi.

Fiea e @ Avem
S(a,r)NM 0

oricare ar fi r > 0. Fie x, € S(a,7) N M. Sfera S(a,r), fiind o multime deschisi, existi
S(xe, 1) € S(a,r). Insd x, € M si deci S(xy,74) N M # @. De aici si din incluziunea
S(xo,11) € S(a,r) rezultd ca S(a,7) N M %= @. Numirul r > 0 este arbitrar si deci a € M.

Prin urmare (M) = M.

Consecinta. Inchiderea oricarei multimi este o multime inchisa.

§ 6. Spatii metrice separabile

Definitia 1. Fie M; si M; doua multimi din spatiul metric X. Multimea M; se
numeste densa in My, dacd M; > M. Multimea M — X se numeste densa Tn spatiul X sau

peste tot densd, daci M = X.
Este evident ca mulfimea M este peste tot densa, daca pentru orice X € X avem

S(x, €) "M = & oricare ar fi € > 0, adica pentru orice X € X si orice € > 0 existd ye M ,

astfel incit p(x,y) <e.



Definitia 2. Se zice ca spatiul metric X este separabil, daca Tn acest spatiu exista o

multime finitd sau numarabila M ={x} si peste tot densa.

Chiar din definitie rezulta, ca daca spatiul metric X este format dintr-un numar finit
sau numarabil de puncte, atunci el este separabil. Tn particular, spatiul metric Q este

separabil. Dam exemple de spatii metrice separabile si spatii metrice neseparabile.

a) Spatiul metric R este separabil. Tn acest spatiu multimea Q este peste tot densa si
numarabila.

b) Spatiul metric R™ este separabil. Peste tot densa Tn R™ este multimea

M={z=(g)"eql

Intradevar, fie x = (fj)T € R™, ¢ > 0. Alegem Zg.o) €Q(=12 3, .. m) astfel

Tncit
6 -1 <—= G =123,..,m).
] \/ﬁ
m
Punctul z, = (¥) € M i
Zy (ZJ )1 si
m 1/2 m 1/2
0)? £’
) =( D (5-8") ] <[).=] =e
j=1 j=1

Multimea M este numarabila si deci R™ este un spatiu separabil.
c) Se vede usor ca in spatiul C™ peste tot densa este multimea
m .
M={Z=(Zj)1, Z] =u]'+l17j ,u]',vj,e Q}
Aceasta mulfime este numarabila si deci C™ este spatiu separabil.

d) Spatiul I, (I < p < o) este separabil. Pentru simplitate vom considera spatiul |, real.

Sa notam prin M, multimea:

My={z=(C1,C2 ....0,, 0,0, ..), ¢i € Q}.



Aceastd multime este numarabila si deci numarabila este si multimea

=UM
n=1

a tuturor sirurilor de rang finit de numere rationale. Sa aratam ca M este peste tot densa.

Fiex = (£;); €1, ,&>0. Alegean, e N astfel ca:

(0]

S lars<s

k=n0+1

n
Avind numarul no alegem numerele rationale ( ,((0)) * cu proprietatea
1
0 £
62| < T
(2ng)P
Fie z, = ( (0) . Z(O) 0,0, . ) Este clarca zp e M si

o 1/p 1/p

px,20) = Zm A Z—+— =c.

k:n0+1

Prin urmare, pentru orice x € |, si orice € >0, existd zo € M , astfel incit p(x, zy) <
< ¢ 51 deci multimea M este densa Tn l,. Multimea M , fiind si numarabila, rezultd ca

spatiul |, este separabil.

In spatiul |, complex peste tot densi este multimea sirurilor de rang finit de numere
complexe, partea reald si partea imaginara a carora sint numere rationale. Aceasta multime

fiind numarabila, rezulta ca si spatiul 1, complex este separabil.
Acelasi rationament ne permite sa demonstram ca spatiul o este separabil.

e) Spatiul C[a, b] este separabil. Vom demonstra ca in C[a, b] peste tot densa si

numadrabild este multimea M a tuturor polinoamelor cu coeficienti rationali. Notam



prin M, multimea polinoamelor de gradul n cu coeficienti rationali. Daca ze M,
atunci z(t) = 1o + 1t + -+ 1,t" (15€Q ). Relatia @: Z — (ro, I, ..., I'n) este 0
bijectie a multimii M, pe multimea sistemelor de n + 1 numere rationale si deoarece
ultima multime este numarabild, numdrabild va fi si multimea M, . Tnsd M =

U, M,, si deci M este numirabila.
Fie x € C[a, b], & >0. Conform teoremei Weierstrass, exista un polinom
y(t) = ap + a;t + -+ ap t™ (g €R),

astfel Tncit

£
p(x,y) = max|x(t) —y(O)| <.
astsb 2
Fie
a = max max |t|~.

0sksng astsb

Avind numerele n, si o, alegem numerele rationale 7; asfel ca

&

; —_— =012, .., .
r]| < 2a(ny + 1) U o)

|aj -

Punem
z(t) =1g + 1t + o+ 1y tTO

Avem

No No No
YO =201 =1 at) = Y 561 < ) |ay = 15| - |¢l)
j=0 j=0 j=0

Nno
<z & _8
£ 2a(ng +1) *=7
]=

Deci



p(r,2) = maxly(® - z(0)| < 5

asts<b

s1 prin urmare

&

&
p(x,z) < p(x,y) + p(y,2) < >t3

De aici rezulta, ca multimea M este densa in C[a, b]. Multimea M , fiind si numarabila,

spatiul C[a, b] este separabil.

f) Spatiul Cy[a, b] este separabil. In acest spatiu peste tot densi este multimea M a
polinoamelor cu coeficienti rationali. Aceasta rezultd imediat din e). Intr-adevir, fie

X € Cp[a, b] €> 0. Din p. e) rezulta existenta polinomului z € M astfel incit

£
pc(x,z) <—=
(b —a)r
Avem
1/p

b
< f peCuDPdt | < — (b —a)
a (b _.a)E

b 1/p
pep () = | [ 1806 = 2P
a
=¢
Multimea M, fiind numarabila, spatiul Cy[a, b] este separabil.

g) Spatiul | nu este separabil. Si demonstram ca orice multime numarabild Tn |, nu

este peste tot densa. Ne vom limita la cazul spatiului real. Fie deci
— (g _
X, = (fj )1 €lo (m=12..).
Definim X = (Ej)io € loo in modul urmator:

1, &’<o

£ = T
kL 20



Avem p(x,, £) =sup |67 — | 2 167 —&Gl= 1 (1=12,..)
J

De aici imediat rezulta cAa X € M = {x]}io si deci multimea M ={xj}cf nu este densa

in L . Prin urmare, in spatiul l. nu exista multimi numarabile si peste tot dense, adicd |«

este un spatiu metric neseparabil.

Teorema 1. Orice subspatiu Y al unui spatiu metric separabil X este de asemenea

separabil.

Demonstratie. Fie multimea M = {x;,} densa in X, (¢,)7 — un sir de numere
pozitive, convergent catre zero. Ca de obicei, prin p(x, Y) vom nota distanta de la punctul x

pina la mulfimea Y Tn spatiul X, adica

p(x,Y) =inf p(x,y).
yeY

Tn particular

p(xp, Y) = inf p(xy, y).

YyEY

Conform definitiei marginii inferioare , pentru orice g,, > 0 exista y,,, € Y astfel

ncit
p(xk, Vien) < plxp,Y)+e, m=12,..; KEN) (1)

Sa ardtdm cd multimea M1 Y , My = (Ygn)in=1 €stedensdinY.Fiey € Y, > 0.

Deoarece M este densa Tn X, rezulta ca existd x, astfel incit p(y, xy, ) < § iar din
lim g, =0,

n—-oo

ca existd Ng € N cu proprietatea g, | < g Din inegalitatea triunghiului si (1) avem

£ 2
p(y’ykono) = p(y' xko) + p(xko’ykono) = § + p(xko’y) + €ny < §8 + p(xko’y)'



Insd e clar ca distanta de la X, 1a mulfimea Y nu Tntrece distanta de la x;, la un

punct arbitrar al acestei mulfimi si deci

£
p(xkO,Y) < p(xko,y) < 3

De aici si din (2) avem

2 £
PV Viegn,) < 3Et3=¢

Ne-am convins ca M; este densa in X si, deoarece M; este numadrabila, rezultd ca Y

este spatiu metric separabil.

Deosebit de utila Tn problema stabilirii neseparabilitatii unor spatii metrice este

teorema 2.

Teorema 2. Fie X un spatiu metric. Daca exista 0 multime nenumarabila I' — X si un
numar o > 0, astfel Tncit pentru Xo, Xg €I, Xo # Xp avem p( Xo, Xg) = O, atunci spatiul metric

X este neseparabil.

Demonstratie. Admitem contrariul, adica X este separabil si M = {z,,} 7 0 multime
peste tot densa. Consideram numérul & = 2, Pentru orice X e X existd z;_cu p(x,z;,) < &,
3 0 0
adica
5 1 5
X € S(Zj0,§> c US (Z],§>
j=1
Prin urmare
” 5
j=1
Multimea I', fiind nenumarabila, iar multimea sferelor cel mult numarabila, exista o

g 8 : o g .
sfera S (zk, 5) care contine nu mai putin de doua puncte ale multimii I'.



Fie
XgrXg € S (zk,g) Nnl,x, # Xg.

Tn acest caz avem:

6 6 26

8 < p(xqxp) < p(xg, zi) + p(21, x5) < 3t3=3

Am obtinut o contradictie , de unde si rezulta afirmatia teoremei.

Utilizind aceasta teorema, obtinem inca o demonstratie a neseparabilitatii spatiului

l.. E suficient sa observam ca multimea I" a tuturor sirurilor (f ])T cu §;=0sau¢; =1

este nenumarabild si dacd x,,xp € I, x, # Xxp, atunci p(xa,xﬁ) =1.

8 7. Siruri fundamentale

Definitie: Se spune ca sirul {x,}7 de puncte din spatiul metric X este sir
fundamental (sau sir Cauchy), daca pentru orice numar € > 0 exista un numar natural no =

=no(e), astfel incit p(xn, Xm) < € oricare ar fi n, m > n,.
Sa demonstram citeva proprietati simple ale sirurilor fundamentale.
Teorema 1. Orice sir fundamental este marginit.

Demonstratie. Fie {x,,}7 - un sir fundamental. Pentru € = 1 exista ny € N astfel Tncit

p(Xn, Xm) < 1 (n, m > no). Tn particular , p(Xn, Xn,) < | (n=ng). Daca

= s, G )

atunci p(xn,xno) <r+1 (n=12,..) sideci{x,}7 c S(xno,r + 1 )

Teorema 2. Fie {x,}{ un sir fundamental si 6y >0 (k =1, 2, ... ). Existd un subsir

{xnk}f astfel incit p(x,, ., %n, ) < 8k (k =1,2,..).



Demonstratie. Sirul (x,,);° fiind fundamental, exista n; € N, astfel incit n, m > n;
implicd p(xp, xpm) < 84 si, Tn particular, p(x,, x,,) < 8; (N = ny). In mod analog existd
nz > ng, astfel incit n, m > n; implicd p(x,, x,,) < 8, si, I particular, p(x,, x,, ) < 8.
(n > ny). Prelungind acest procedeu, vom obtine sirul (n,)7 de numere naturale cu
proprietatile: N1 > Nk, p(xp, X, ) < 8 pentruorice n>n, (k=1,2, ...). In particular,

daca in ultima inegalitate punem n = ny,,, obtinem:

p(xnk+1' xnk) < O

o - . . . . o0 A A
Consecinta. Orice sir fundamental {x,,}7 contine un subsir {xnk}l , astfel incit
seria

(0]

z p(xnk+1’ xnk)

k=1

este convergenta.

Este suficient si punem in teoremi &, = k2.

o0
Teorema 3. Daca sirul fundamental {x,,}7 contine un subsir convergent {xnj}
I 1

$i Xp, — @, atunci sirul {x,}T  este convergent si x, — a.

Demonstratie. Fie € > 0. Exista ng € N astfel incit p(x,,, x;,,) <§ (n, m > ny).

Deoarece Xn;—Q, existd Jo € N astfel incit pentru orice j > jo Sint adevarate inegalitatile

£
nj=2ny p (xnj, a) < >

Fie acumn > ngy . Avem

pxp,a) <p (xn,xn].) +p (xnj, a) < §+ ; = €.



Prin urmare sirul {x,,}7  este convergent si

lim x,, = a.

n—oo

Teorema 4. Orice sir convergent este fundamental.
Demonstratie. Fie

lim x,, = a.

n—oo

si € > 0. Alegem no € N astfel ca pentru orice n = ng sa avem p(x,, a) < g

n, m > ng, atunci

& &
pCtn, xm) < plxn, @) + plaxm) <s+5=¢

§ 8. Spatii metrice complete

Daca

In paragraful precedent ne-am convins ci intr- un spatiu metric orice sir convergent

este fundamental. Afirmatia reciprocd in caz general nu este adevarati. In legiturd cu

aceasta introducem urmatoarea definitie.

Definitie. Spatiul metric X se numeste complet, daca in acest spatiu orice sir

fundamental este convergent.

1. Spatiul metric R este complet. Aceasta rezulta din criteriul general Cauchy de

convergentd al sirurilor de numere reale.

2. Spatiul metric Q nu este complet.

(0]

n
Sa aratam ca sirul {(1 + %) } este fundamental in Q, Insa nu este convergent in
1

acest spatiu. Sirul dat este convergent in R si

n

1
lim (1 + —) =e.
n—-oo n



Orice sir convergent este si fundamental si deci {(1 + %)} este fundamental in R. Spatiul
1

Q este un subspatiu al spatiului R, sirul {(1 +%)}zoc Q i deci {(1 +%)}zo este
fundamental in Q. Admitem ca acest sir este convergent in Q. Exista atunci a € Q astfel
ncit

n

lim (1+—> =a
n

n—-oo

n spatiul Q si deci
1 n
lim (1 + —) =a
n—-oo n
in R. Din proprietatea de unicitate a limitei unui sir convergent obtinem e =a € Q. 1In

cursul de analizda matematica Tnsa se demonstreaza ca numarul e ¢ Q. Contradictia

obtinuta arata ca sirul dat nu este convergent in Q.

Prin urmare sirul {(1 +%)} Jfiind fundamental in Q , Tn acelasi timp nu este
1

convergent in acest spatiu si deci spatiul Q nu este complet.

3. Spatiul metric C este complet. Rezulta nemijlocit din criteriul general Cauchy de
convergenta al sirurilor de numere complexe.

4. Spatiul R™ este complet. Fie {x,,}7 — un sir fundamental in R™,
5. xn=(€1(n),€2(n),..., ,(,?)) Pentru orice ¢ > 0 existdi ng e N, astfel incit
p (%, x;) < €(n, k>np) sideci

1

2
|§]§") _ g}(k)| < (Z (") (k) ) =plxp,xx) <e (mk=ny j=1,2,..,m).

De aici rezulta ca sirurile numerice {f}n)} Gg=1 2, ..., m)sint fundamentale si
n=1

deci convergente. Fie



lim &7 =¢;.

n—-oo

Deoarece convergenta in spatiul R™ este echivalenta cu convergenta in coordonate, rezulta

-

ca
Xp = x = (&,&,...,&,) ER™.
Tn mod analog se demonstreaza completitudinea spatiilor C™, 1,™, 1M,
6. Spatiul I, (1 < p < ) este complet. Fie {x,}7 — unsir fundamentalinl,, x, =
= (51@)10 si & > 0. Existd ng € N, astfel incit p(x,, x;) <& (N, k>ny). Tnsa

1

60 - 6| < (22 |6 — P ) = pen o) <&

(m=1,2,..) (1)

o0

si deci sirul numeric {T(,?)} este fundamental. Prin urmare sirul { ,(,?)} este
n=1 n=1

convergent. Fie
lim &M =¢, (m=12,..).
n—>0oo

Din inegalitatea (1) avem
p\1/P
( Ly |€]§n) — E}k)| ) <e (nk=np)

pentru orice numar natural M.

Trecind in ultima inegalitate la limita cu k — oo, obtinem

1/p

M

p
2|f}n>_fj| <e¢ (n=ny).
=1

De aici



1/p

M
p
lim Z|§}”)—fj| <e (n=n),
=1

M- oo

adica

1/p

YlEm-gl] =e (nzng @)
=1

Notam x = (&1, ¢,, ...). Din inegalitatea Minkowski avem

Sy - (S -y et (Sl
j=1

j=1 j=1

4_

1/p o 1/p

14 14
Z |E]§no) < e+ z |€]§no)
j=1 j=1

si deci X € l,. Inegalitatea (2) afirma, cd p(x,,x) <& (n > ng). Deoarece ¢ > 0 este

<

arbitrar, urmeaza ca sirul {x,,}7  converge in spatiul |, si

lim x,, = x.

n—oo

Prin urmare spatiul |, este complet.

7. Spatiul C[a, b] este complet. Fie {x,,}7 — un sir fundamental . Pentru orice

e>0existd ne=ng(e) € N, astfel incit p(x,, x,,) <& (n, Mm>ny). Avem

120 () = X ()] < Max |2, (6) = X (D) = P, %) < & (MM = g5 t € [a, B).

astsb

Aplicam criteriul Cauchy de convergenta uniforma al sirului fundamental de functii
{x,()}T si obtinem ca sirul {x,(t)};° converge uniform cétre o functie continua X(t).
Tntrucit convergenta in spatiul C[a, b] coincide cu convergenta uniformi al sirului

respectiv de functii, rezulta ca sirul {x,}7 converge in C[a, b] céatre X. Prin urmare



orice sir fundamental {x,}7  este convergent in C[a, b] si deci spatiul C[a, b] este
complet.

8. Spatiul Cp[a, b] nu este complet.

E suficient si aratim ci Tn acest spatiu existd un sir fundamental care nu converge. Tn acest

scop consideram sirul

( a+b N b— a ct<b
’ 2 4n — T
%, () = 4 1 <t<a+b b— a
n o 4=t=T 4n
4n (t a+b> a+b b—a<t<a+b+b—a
\b — a 2 ) 2 4n 2 4n
Acest sir este fundamental. Tntr-adevir,
at+b b—a
b "2 Tan
pp(xni xn+k) = jlxn(t) - xn+k(t)|p dt = j |xn(t) - xn+k(t)|p dt <
a a+b b-a
"2 an
ath b-a atb b-a -
< [d o (O] + [ ODPdE < 13, 57 A+ DPde=20-22  (3)
2 4an 2 4n

1
Pentru orice € > 0 alegem r € N astfel ca 2 (bz_—ra)” < &. Daca n > r, atunci din (3)

rezultd ca p(x,, Xn4+1) < € oricare ar fi k € N si deci sirul {x,,}7  este fundamental.

: .. 5 . . . a+b
Admitem ca sirul {x,}7 converge catre X in spatiul Cy[a, b]. Fie % <1t<b.

a+b a+b b—a

Alegem noe N astfel ca — <——t— <7 pentrun > n Atunci, evident, avem

1 1
b » b > b
PG, ) = ([ en(®) = 2017 dt ) = (f 1xn(®) = x (@7 dt)” = (f711 -
1
- x(@®Pdt) (4)
Din convergenta sirului {x,}7 catre X rezultd ca lim p(x,,, x) = 0,iar inegalitatea
n—oo

(4) in acest caz implica



ff|1 —x(O)|Pdt =0 (5)

Functia |1 — x(t)|P, fiind continud si nenegativa, din egalitatea (5) deducem ca

X(t) =1 (r £t <Db). Punctul t a fost luat arbitrar pe (azﬁ,b] si deci x(t) =1 pe acest
interval. Tn mod analog obtinem x(t) =—1 pe [a, asz) Aceasta insa este imposibil,
deoarece functia x(t) este continud pe [a, b]. Prin urmare, sirul {x,}7 nu este
convergent.

9. Spatiul metric discret este complet. In acest spatiu sirul {x,,}7 este fundamental,
daca si numai daca existd un numdr no € N astfel incit x, = x,, pentru orice n > no .

De aici imediat rezulta ca orice sir fundamental in acest spatiu este convergent.

§ 9. Completatul unui spatiu metric

Definitie: Fie X si Y doud spatii metrice. Se zice ca spatiile X si Y sint izometrice,
daca exista o aplicatie bijectiva f de la X la Y care pastreaza distanta, adica px(X, X') =

= py(f(x), f(x")) oricare ar fi x, X' € X. Aplicatia f Tn acest caz se numeste izometrie.

Daca spatiile metrice X si Y sint izometrice, atunci relatiile metrice ntre punctele

ambelor spatii sint aceleasi ; diferita poate fi doar natura elementelor spatiilor X si Y .

Teorema Hausdorff. Fie X un spatiu metric, care nu este complet. Exista un spatiu

metric complet Y cu proprietatile:

1. Xeste izometric cu un subspatiu Y1 C Y;

2. Yiestedensin.

Demonstratie. Daca {x,,}7 si {x,}T sint doud siruri fundamentale in X, atunci

exista

lim p(x,, x;,)-
n—-oo



Tntr-adevir, utilizind inegalitatea patrulaterului, obtinem

lpCxn, xn) = p O, X)) | < p (X, xm) + p e, X))
Sirurile {x,}7 si{x;}7 fiind fundamentale, exista no € N astfel incit
PG xm) <5, O i) <5 (mm 2 mp),
ceea ce la rindul sau implica
lpCen, x7) — pCtm, X)) < & (n,m = ny),
adica sirul numeric( p(x,,, x,,)); este fundamental si deci convergent.

Sa consideram multimea ®(X) a tuturor sirurilor fundamentale de elemente din X.

Vom spune ca doua siruri fundamentale {x,}7 si{x,}7  Sint echivalente si vom scrie
{xn}7 ~{xp}7  daca
lim p(x,,x;) = 0.
n—-oo
Relatia ~ Tntr-adevar este 0 relatie de echivalenta, adica ea poseda proprietatile:
1. {x,}7 ~{x,}7° (reflexivitate);
2. {xn}7 ~{xn}7  implica {xp}7 ~ {x,}7 (simetrie);
3. {xn}io - {yn}cio ) {yn}io~ {Zn}cf implica {xn}cf~ {Zn}cf (tranzitivitate).
Prin urmare aceasta relatie Tmparte mulfimea ®(X) in clase de echivalenta , astfel Tncit
doui elemente {x,,}7si {x;, }7apartin aceleasi clase, daca si numai daca {x,}7 ~ {x;,}7.
Vom nota prin Y multimea tuturor claselor de echivalenta, iar elementele multimii (adica

clasele de echivalenta) — prin X, 9, Z,etc. Multimea Y devine un spatiu metric, daca

definim distanta Th modul urmator:
p(x,3,) = lim p(xn, yn) , (D

unde {x,}7 este un element arbitrar din %, iar {y,}7 — din y . Partea dreapta in (1) nu

depinde de alegerea reprezentantilor din X si ¥ si deci definitia numarului p(X,,y ) este



corectd. Intr-adevir, daca {x/}* €%, {y',}¥ €9, atunci {x,}° ~{x.}? , ()2~

{y'udT  sideci
PG yn) = (X', y) | < p(n, X3) + Py yn) = 0,
ceea ce implica
lim p(xn, y) = lim p(x'n, ).

Sa ne convingem, ca relatia (1) Tntr-adevar defineste o distanta pe multimea Y. Daca

X = 7y, atunci pentru {x,,}7 € X, {x,}7 € y avem
p(x,y) = lim p(xy, x,) = 0.
Reciproc, fie p(x, ¥) = 0si{x,}7 € X, {y,JT € ¥. Atunci
lim p(xy, y,) =0
si deci {x,}7 ~{y}7 ,ceeaceimplica X = y.
Proprietatea 2) a distantei rezulta din sirul de egalitati
p(x,¥) = lim p(xn, yn) = lim p(yn, %) = p(¥,%).
In sfirsit, fie {z,}7 € 2. Atunci
p(,9) = lim p(xn, yn) < lim (p(xn, 20) + p(20, Yn)) =
= lim p(xn, z,) + lim p(zn, yn) = p(%,2) + p(2,7 )

Deci multimea Y , in adevar formeaza un spatiu metric cu distanta definita prin

relatia (1).

S3 notam cu Y; submultimea lui Y , avind ca elemente clasele care au ca

reprezentanti sirurile constante. Daca X, y sint reprezentate respectiv de sirurile {X, X,...} si

{y,v,...}, atunci



p(x,y) = lim p(x,y) = p(x, y). (2)

Aplicatia f: X — Y; definita prin formula f(x) = X este, in virtutea egalitatii (2), 0

izometrie a spatiilor X si Y;.

Sa ardtim acum ca multimea Y; este densa in Y. FieXe Y, e > 0si {x,}7 € X. Prin
X, aici vom nota clasa reprezentatd de sirul constant  (Xn, Xn,...).  Sirul {x,}7 fiind

fundamental, exista np € N, astfel incit p(x,,, x,,) <& (M, n = ny).
De aici obtinem
p(X,%,) = lim p(xp,x,) <& (n>mng),
m-—oo

adica

=

lim x,, =
n—-oo

Insa X, € YisideciY; =Y.

In sfirsit vom demonstra ci spatiul metric Y este complet. Fie {§,}¥ un sir

fundamental in Y. Subspatiul Y; fiind dens in Y, exista X, € Y; astfel incit

o~ 1
P(Xn, V) < ~ (n=12..).
Fie (Xn, Xn,...)€ X, sideci f(x,)=X,. Avem
PO, X)) = p(B, X)) S p(En, ¥ ) + 0T 0V ) + 0 o T <
1 1 o
<—+—+pFn I m) (3)

De aici, avind Tn vedere ca sirul {y ,}7 este fundamental, obtinem : pentru orice

€>0 existi ng e N, astfel inCit p(¥ ,,,V 1) < 41, oricare ar fi n,m > n,,. Este clar ca

numarul ny poate fi luat astfel ca ni < %. Din (3) avem
0

p (%, %) < %8 <eg (n,m>ng) , (4)



adica sirul {x,,}7" este fundamental. Acest sir defineste un element X< Y.

Daca n > ng, atunci utilizind (4), obtinem

3 €

1
PR, 9 n) <pE, %) +p(En, Y ) < lim p(xp, xp) + —<—e+—-=c¢
m—oo n 4 4

Deci sirul {J ,}7 este convergent. Prin urmare spatiul metric Y este complet.

Spatiul metric Y cu proprietatile a) si b) din teorema se numeste completatul
spatiului metric X. Se poate demonstra ca dacad Z este un alt spatiu metric complet ce
contine un subspatiu Z; dens in Z si care este izometric cu X, atunci Z este izometric cu Y.

Cu alte cuvinte, completatul unui spatiu metric se determina cu precizie de izometrie.

8 10. Teorema Cantor despre un sir descrescator de multimi inchise

Definitie. Fie M - o multime nevida si marginita Tn spatiul metric X. Se numeste

diametrul multimii M numarul

diam M = sup p(x,y).

X,yEM

Se vede usor ci diametrul sferei S(x,,7) este mai mic sau egal cu 2r. Intr-adevir,

dacd x,y € S(x,,7) atunci
p(x,y) < p(x,x0) + p(xo,y) <7+ 7 =2r,
De aici avem
diam S(x,,1) < 2r.

Observatie. Diametrul sferei de raza r > 0 poate fi strict mai mic ca 2r. Fie,de
exemplu, X spatiul metric discret ce contine cel putin douad puncte. Daca x € X, atunci

diam S(x,1) = 1intimp ce 2r = 2. Avem deci diam S(x,1) < 2.

Teorema 1. (Cantor). Fie X un spatiu metric complet si {E,}T sir descrescator

(adicaF1 o F, o ... o F, > ...) de multimi inchise si nevide. Daca



lim diam F,, = 0,

n—oo

atunci exista un punct care apartine tuturor multimilor F, si un astfel de punct este unic.

Demonstratie. Pentru orice n € N fie x, € F, . Daca m > n atunci F, c F, si deci
Xm, Xn € Fn. Rezulta ca p( Xm, Xn) < diam F, > 0 si, prin urmare, pentru orice € >0
existd Np € N astfel ncit  p(Xm, Xy) <diam F, <& (M >n2>np), adica sirul {x,,}7 este

fundamental. Spatiul X fiind complet, rezulta ca exista

lim x, = x,.

n—oo

Deoarece {x,}p=m < Fm $i Xm, Xm+1,... = Xo, 1ar Fn este o multime Tnchisa, avem
Xo € Fm. Numarul m € N a fost luat arbitrar si deci Xo € Fp, (m=1, 2, ...). Sa demonstram
acum unicitatea punctului comun tuturor multimilor Fp. Fie Xo, Yo € Fn (M =1, 2, ...).

Avem
0 < p( Xo, Yo) < diam Fy, — 0.
De aici p( Xo, Yo) = 0 si deci Xo = Yo.
Din teorema 1 rezulta

Teorema 2. Fie X un spatiu metric complet si S(z,,7;,,) un sir descrescitor de sfere
nchise. Daci r, — 0, atunci existd un punct comun tuturor sferelor S(z,,7,) si un asfel

de punct este unic.

E suficient si observim ci diam S(z,,1,) < 21, = 0 si cd sfera S(z,,1;,) este 0

multime Tnchisa.
Este adevarata si afirmatia reciproca acestei teoreme.

Teorema 3. Daca in spatiul metric X pentru orice sir descrescator de sfere nchise,
razele carora tind la zero, exista un punct ce apartine tuturor acestor sfere, atunci X este

complet.



Demonstratie. Fie {x,,}7° un sir fundamental in X. Conform teoremei 2 §6, din sirul
dat putem extrage un subsir {xnk}io astfel ca p(xnk+1,xnk) <27k1 (k=12 .). De
aicl urmeaza ca .S_'(xnk+1,2‘k‘1) (= S_'(xnk,Z_k). Tntr—adevér, daca x € .S_'(xnkH,Z_k_l) ,
atunci p(x, xp,,, ) < 27571 si deci p(x,x,,) < p(x, %, ) + p (%0, %0, ) S 27571 +
27k=1 =27k adici x €S (xnk, 2_"). Prin ipoteza, exista un punct x, , astfel incit x, €
S(xn,27%) (k=1,2, ...). Deci p(xp,, o) < 27¥— 0 si prin urmare subsirul {xnk}zo este

convergent. Conform teoremei 3 86, convergent este si sirul {x,,};°. Asadar X este spatiu

metric complet.

Observatie. Conditiile teoremei 2 sunt esentiale. Exemplele respective se

construiesc fara dificultate. Vom prezenta aici doar un exemplu. Fie X = R cu metrica

0, x =y,

= 1 1
p(x,y) + +
x| +1 |y|+1

1, X Fy.
Spatiul X este complet. Consideram sferele Tnchise

_ 2 2
S(n,1+n+1) {xER p(x,n)_1+n+1}

—{ER Lo 1 ii<is 2}
I G P I R T R

={x € R:|x| = n}.

Ele formeaza un sir descrescator. Evident, nu exista un punct comun tuturor acestor

~ 2 .
sfere. In acest exemplu 7, =1 + —nu tinde la 0.



8 11. Multimi rare. Teorema Baire

Definitia 1. Multimea M din spatiul metric X se numeste rara daca orice sfera S(a, r)

X contine o sfera S(b, #*) Tn care nu exista nici un punct din M, adica S(b, ¥) "M = &.

Exemplul 1. n spatiul metric R submultimile N, Z sint rare, iar Q nu este rara. Nu

este rara in acest spatiu nici multimea N U [0, 1].

Definitia 2. Spatiul metric X se numeste spatiu de prima categorie Baire, daca el
poate fi reprezentat ca reuniunea unei familii numararile de multimi rare. Tn caz contrar X

se numeste spatiu de categoria a doua Baire.

Exemplul 2. Spatiul Q este de primi categorie Baire. Intr-adevir, Q este 0 multime

numarabila si deci Q = {r,}7°. Rezulta ca

Q = U X,
n=1

unde X, = {n,} si X, , evident, este multime rara.
Observam ca spatiul Q nu este complet. Pentru spatiile complete este adevarata:

Teorema Baire. Orice spatiu metric complet aste de categoria a doua Baire.

Demonstratie. Fie X un spatiu metric complet. Admitem contrariul, adica

X = an,
n=1

unde fiecare multime X, este rara.



Fie S(a, 1) o sfera oarecare in X. Deoarece X; este multime rara, existd o sfera

S(x1, r) < S(a, 1), astfel incit S(xq, r1) N Xy = . Putem evident admite (in caz de
necesitate micsoram raza sferei S(x, r1)), ci S(xi, r1) < S(a, 1), ry < % si S(Xy, r) N Xy =
. Deoarece X este o mulfime rard, exista o sfera S(Xz, I2)) astfel Incit S(x,, 12) <
S(X1, M), r2 < % risi S(xa, r2) N Xz = @. Prin inductie, obtinem un sir descrescitor

{S(xn, )} de sfere inchise cu proprietitile:
§(Xn, rn) M Xn = @, rn <% rn-]_ (n S N, n> 1).

- 1 o . .
De aici ry < e (n € N) si deci r, = 0. Conform teoremei Cantor, exista un punct

b e X ce apartine tuturor sferelor S(Xn, I'). Insi fiecare sferd S(x,, ry) nu contine puncte din

Xnsidecib ¢ X, (n=1, 2, ...). De aici rezulta ca

be¢ UX” = X.
n=1

Asadar avem simultan b € X si b ¢ X.Contradictie.
Din aceasta teorema obfinem o consecinta importanta.

Consecinti. Fie X un spatiu metric complet si {F,};° un sir de multimi inchise in X.

Daca

X = U E,
n=1

atunci cel putin una din multimile F, contine o sfera S(xo, r).

Intr-adevir, din teorema Baire rezulti ci cel putin una din multimile F, nu este rara.

Fie aceastd mulfime F, . Atunci existd o sferd S(Xo, ro) astfel Tncit orice sfera din S(Xo, ro)



contine puncte ale mulfimii F, . Prin urmare orice punct y € S(Xo, ro) este un punct de

aderenti al multimii F, , adica S(xo, ro) < F,, = Fy,.

§ 12. Aplicatii de contractie. Principiul aplicatiilor de contractie
Fie X un spatiu metric si A: X — X o aplicatie a spatiului X in X.

Definitia 1. Aplicatia A Se numeste aplicatie de contractie, daca existd un numar

g < | astfel incit pentru orice pereche de puncte x, y € X avem

p(AX, Ay) <dgp (X, Y).

Definitia 2. Punctul x* € X se numeste punct fix al aplicatieci A: X — X, daca

AX* = x*,

Teorema_ Banach (principiul aplicatiilor de contractie). Tntr-un spatiu metric

complet orice aplicatie de contractie poseda un punct fix si numai unul.

Demonstratie. Fie xo un punct arbitrar din X. Formam sirul X; = AXq, X2 = AXy, ...,

Xn = AXn-]_, e

Avem : p(Xn+1, Xn) = p( AXn, AX 1) < qp(Xn, Xn-1). De aici, aplicind metoda inductiei

matematice, obfinem

P( Xn+1, Xn) £ q" p(X1, Xo) (n=1,2,...). (1)

Sa aratam ca sirul {x,}7° este fundamental. Aplicam inegalitatea poligonului si

inegalitatile (1) si obtinem

p( Xn+p, Xn) < p(Xn+p, Xn+p-1) + p(Xn+p-1, Xn+p-2) + ...+ p(Xn+1, Xn) <

< (@ + TP A p(Xa, Xo).



De aici avem

_ +
p(Xnaps ) < L

g - p(x1, x0) (2)

Numarul q < si deci pentru orice € > 0 existd ng € N, astfel incit

n

p(xn+p'xn) = — p(x1,x0) <& (n>ng,p €N),
l1-gq

ceea ce aratd ca sirul {x,};° Intr-adevar este fundamental. Spatiul X fiind complet, sirul

{x,}7° este convergent. Fie

] — *
lim x,, = x".

n—>0oo

Avem
0 < p(Ax™,x™) < p(Ax", Xp41) + p(Xpy1, x7) = p(AXT, Axp) + p(Xpyq, x7) <

= qp(x*ixn) + p(xn+1IX*) - 0.

De aici rezulta, ca p(Ax™, x*) = 0 si, prin urmare, Ax™ = x*. Existenta punctului fix

este demonstratd. S& demonstram acum unicitatea lui.
Daca Ax™ = x*, Ay* = y*, atunci
p(x*,y") = p(Ax", Ay™) < qp(x™, y")
Sau
1-qp&™y") <0,
ceea ce este posibil numai daca p(x*,y*) = 0 (deoarece | — q > 0), adica x* = y*.

Observatia 1. Din Tnsesi demonstratia teoremei Banach rezultd ca punctul fix x™ al
aplicatiei de contractie se obtine prin metoda aproximatiilor succesive, pornind de la un

punct oarecare al spatiului.



Aceasta observatie indicd un procedeu practic pentru determinarea prin aproximatie
a punctului fix. Daca in inegalitatea (2) trecem la limita cu p — oo, obtinem o evaluare a
preciziei aproximatiei:

n

) p(xll xO)'

p(x*, x,) < 1q

Observatia 2. Conditia p(AX, Ay) < p(X, ¥) nu este suficientd pentru existenta
punctului fix. Fie, de exemplu, X= [1, «) cu distanta p(X, ¥) = | X—Y |. X este un spatiu

metric complet. Consideram in X aplicatia Ax = x + i Daca x # y atunci

1 1 1
p(Ax, Ay) x+_—y y| |x — y| | xy| <l|x—y|l=py)

Aplicatia A insd nu posedad un punct fix, deoarece pentru orice X € X avem

1
X+ —#x.
X

Observatia 3. Sa ne amintim, ca o functie f definita pe segmentul [a, b] satisface

conditia Lipschitz daca exista un numar | , astfel incit

|f (&) — D=1t — t1] (&4, t; € [a,bD).

Daca | <1 si f: [a, b] — [a, b], atunci f este o aplicatie de contractie si deci sirul

to,t1 = f(ty), to, = f(ty), o, ty = f(ty—1), ... (to € [a,b] ) converge catre unica pe
segmentul [a, b] radacina a ecuatiei f(t) =t.

In particular, conditia Lipschitz cu | < 1 este satisfacuti, daca f este derivabila pe

segmentul [a, b] si
If'()| <l<1 (te€E][a,b].

Observatia 4. Intr-un spatiu metric incomplet aplicatia de contractie poate si nu

posede un punct fix. Fie, de exemplu, X = Z,1ln Q cu distanta p(X, y) = |X - y|. Functia
> ta p(X, 'y y ,



1 1 C A o : 1, o <
Ax = —Exz tx+ aplica X In X, este aplicatie de contractie cu q = 5> insa nu poseda

un punct fix (verificati).

8§ 13. Aplicatii generalizate de contractie

Fie A o aplicatie a spatiului metric X Tn X. Ca de obicei prin A%, A3 ..., A" ...vom

nota puterile aplicatiei A, adica aplicatiile definite prin formulele
A%x = A(Ax),  A3x = A(4%x),...,A"x = A(A" 1 x), ..

Definitie.Aplicatia A: X — X se numeste aplicatie generalizatd de contractie, daca

exista Np € N astfel incit A™ este aplicatie de contractie.

Orice aplicatie de contractie, evident, este in acelasi timp si aplicatie generalizata de
contractie. Afirmatia reciproca nu este adevaratd. Sa dam un exemplu. Fie aplicatia

A: C[0,1] — C[0,1] definita prin relatia

t

Ax(t) = jx(s)ds.
0
Pentru x(t) = I, y(t) = 0 avem (AX)(t) = t, (Ay)(t) = 0 si deci p(x,y) = | = p(Ax, Ay).
Prin urmare A nu este aplicatie de contractie. S3 ardtim cd A? este aplicatie de contractie.

Avem

t S

(A%x)(t) =f jx(r)dt ds =f fds x(t)dt = f(t—r)x(r)dr,

0 0



pax, A7) = max|(40(©) = (A = max || (¢ = D (@) - y(@)d | <
0

< max f(t —1D)|x(t) —y(r)|dT < max f(t —1)p(x,y)dt =

t? 1

=p(x,y) max — =2 p(x, y).

Pentru aplicatiile generalizate de contractie este adevaratd urmatoarea teorema.

Teorema. Orice aplicatie generalizatd de contractie intr-un spatiu metric complet

poseda un punct fix si numai unul.

Demonstratie. Fie A™ = B — aplicatie de contractic. Conform teoremei Banach |,

existd un unic punct fix al aplicatiei B. Fie Bx" = x". Avem
B(AX") = A™0(Ax*) = AMo*1x"= A(A™0x") = A(BX") = AX',

adica AX” este de asemenea un punct fix al aplicatiei B. Insd punctul fix al aplicatiei B este
unic si deci AX" = X". Prin urmare punctul x” este punct fix si al aplicatiei A. Se constati
fara dificultate, cd daca y* este un punct fix al aplicatiei A, adicd Ay” =y, atunci A%y =y,

., A™y =y Din unicitatea punctului fix al aplicatiei B = A™ rezultd ca y* = x". Deci

aplicatia A poseda un unic punct fix.

8 14. Aplicatii ale piincipiului de contractie

Aplicatiile de contractie pot fi utilizate la demonstrarea existentei si unicitatii
solutiilor diverselor tipuri de ecuatii. Mai mult decit atit. Demonstratia teoremei Banach
ne permite sd afirmdm ca aceste solutii pot fi obfinute prin metoda aproximarilor
succesive, iar formula (3) din 812, — sa evaluam precizia aproximarii. Ne vom limita aici
doar la aplicarea rezultatelor obtinute Tn 812-13 la ecuatii integrale si la ecuatii

diferentiale.



a) Ecuatii integrale
Fie k(t, s) o functie continua pe patratul [a, b] x [a, b]. Consideram Tn spatiul C[a, b]

ecuatia Fredholm de speta a doua

b
x(t) — A [ k(t,s)x(s)ds = y(t), (1)
unde x,y € C[a, b], A € R, y(t) este o functie data, iar X(t) este functia necunoscuta.
Teoremal. Fie
M = arsr%’z’a\s)éblk(t,s)l.

1
M(b—a)

Pentru orice A € R, [1] < ecuatia (1) are solutie unica X € C[a, b] oricare

arfi y € C[a, b].

Demonstratie. Consideram in C[a, b] aplicatia

b

(Ax)(t) = Af k(t,s)x(s)ds + y(t).

a

Se vede usor ca orice punct fix al acestei aplicatii este o solutie a ecuatiei (1) si

reciproc. Avem

b b
|(Ax)(t) — (Az)(t)| = )Lj k(t,s)x(s)ds + y(t) — Aj k(t,s)z(s)ds —y(t)| <

b b
< |A|- flk(t, S)|x(s) — z(s)|ds < |A] - f Mp(x,z)ds = |A| - M(b — a)p(x, z).

De aici

p(Ax, Az) = max |(Ax)(t) — (A2)(0)] < qp(x, 2),



unde g = |A|-M(b — a). Din conditia teoremei q < | si deci A este o aplicatie de

contractie. Prin urmare, conform teoremei Banach, A poseda un unic punct fix, adica

1
M(b—a)

ecuatia (1) poseda o solutic unica Tn C[a, b] oricare ar fi A € R, |1 < si
y € C[a, b].

Observatie. Din demonstratia teoremei Banach rezulta ca, in conditiile teoremei,
solutia ecuatiei (1) este limita in spatiul C[a, b] al sirului {x,}7°, unde Xo(t) este o functie

continua arbitrara , iar

b
X1 (8) = (Axe)(©) = A j k(t,)x0(s)ds + y(0),

b
%>(8) = (Ax) () = j k(t,)x:(s)ds + y(0),

Sa consideram acum in C[a, b] ecuatia integrala Volterra de speta a doua

t
x(t) — A [ k(t,s)x(s)ds = y(t) (2)
Spre deosebire de ecuatia Fredholm, aici limita superioara in integrala este variabila.

Teorema 2. Pentru orice A € R ecuatia (2) poseda o solutie unica X € C[a, b]

oricare ar fi y € C[a, b].

Demonstratie. Ca si in teorema precedenti vom utiliza aplicatiile de contractie. In

spatiul C[a, b] consideram aplicatia B definita astfel:

t

(Bx)(t) = Aj k(t,s)x(s)ds + y(t).

a

Este clar ca B: C[a, b] — CJa, b] si x(t) este solutia ecuatiei (2), daca si numai daca

X este un punct fix al aplicatiei B.



Sa demonstram la Tnceput ca B este o aplicatie generalizata de contractie. Avem

t

1(Bx)(©) — (B = |A]- j k(t,5) (x(s) — 2(s))ds

a

<A/ f 1k(t, 5)|x(s) — 2(s)|ds

Daca punem

M = max |k(t,s)|,
a<t,s<b

atunci din ultima inegalitate obtinem

|(Bx)(t) = (Bz)(t)| < [A] - M(t — a)p(x, 2). (3)

Prin inductie usor stabilim ca
(B")(®) — (B"2)(®)] < 121" - M* =22 p(x, 2). (4)

Aceasta inegalitate este adevaratd pentru n = | (inegalitatea (3)). Fie (4) adevarata

pentru n = k. Vom demonstra ca (4) este adevarata si pentru n =K + |.
Avem:
(B 1x)(0) — (B*'2)(8)| = [B(B*x)(t) — B(B*2)(8)| =

t t

= Af k(t,s)(B¥x)(s)ds + y(t) —AJ k(t,s)(B¥z)(s)ds —y(t)| <

a a

t t _ K
<11 [N ~ B@lds <l [ miaremk E D pee, s =
k+1 . prk+1 t (s —a)" k+1 . prk+1 (t—a)*
= A" M P(x,Z)J ] ds = A" - M mp(x,Z),



adica inegalitatea (4) este adevarata si pentru n = k + |. Conform principiului inductiei

matematice, inegalitatea (4) este adevarata pentru orice n € N.
Din (4) obtinem

A7 - M (b — n
p(B"x, B"z) = max |(B")(t) — (B2)(0) M nf VD 6

Din cursul de analiza matematica se stie, ca pentru orice ¢ € R are loc relatia

Cn

lim — = 0.
n—oo n'

De aici (daca punem c= |A| - M(b — a) rezulta existenta numarului ng € N, astfel incit

_ 1AIMo-M™o(p-aymo

no!

< 1. (6)

Din inegalitatile (5) si (6) avem
p(B™x,B™z) < qp(x,z) (q<1)

si deci B este aplicatie generalizatd de contractic. Conform teoremei din 813, B poseda un

unic punct fix in C[a, b] si deci ecuatia (2) — o solutie unica in C[a, b].

Sa dam un exemplu de aplicatiec a teoremei de mai sus. Consideram in C[0, 1]

ecuatia
x(t) — f(s —t)x(s)ds = t.
0
Aici k(ts)=s—t, y(t) =t
(Bx)(t) = f (s — O)x(s)ds +t.

Fie xo(t) = 0. Atunci



x1(t) = (Bxg)(t) = f(s —t)xo(s)ds +t =t,
0

t t 3
t

x,(t) = (Bxy)(t) = j(s —t)x(s)ds +t = f(s —t)sds+t=t——,

3!
0 0

t

3 3 45
x3(t) = (Bx,)(t) =f<s—%> (s—tds+t= t—%+%.
0

Se vede usor ca

3 5 2n—1

t —_
Xn(t)=t—§+a—'“+(—1) lm.

Insa x, converge in C[0, 1] catre x, unde x(t) = sin t . Pe de alti parte, din
demonstratia teoremei Banach despre punctul fix rezulta ca x, converge catre punctul fix al
aplicatiei B, adica catre solutia ecuatiei (7). Deci unica solutie a ecuatiei  (7) este

X(t) =sint.

b) Ecuatii diferentiale

Fie f(X, y) o functie continua intr-un domeniu G si care satisface Tn acest domeniu
conditia Lipchitz Tn raport cu y, adica exista L > 0, astfel incit pentru orice (X, y1), (X, y2)
din G avem

1f (6, y10) — FO0y2)| < Ly — yal.

Fie P(Xo, Yo) € G. Vom demonstra cd intr-o vecinatate a punctului Xo ecuatia
diferentiala

dy
==/ ()

are o solutie unica si care satisface conditia initiala

y(Xo) = Yo. (9)



Se vede usor ca ecuatia (8) cu conditia (9) este echivalenta cu ecuatia integrala

o(x) =yo +
[y f(to(®)dt (10)

Consideraram o sferd S(P, r) — G. Functia f fiind continua in S(P, r), este mirginiti, deci
existd M astfel incit |f(x,y)| < M pentru orice (X, y) € S(P, r). Si alegem d > 0 cu
proprietitile: 1) Ld<l; 2) |x —xo| <d, |y —yo| < Md implica (x,y) € S(P,7).1n
spatiul  Clxy — d,xo +d] multimea F = {¢@:|p(x) —y,| < Md} este inchisd si,
deoarece C[x, — d, x, + d] este spatiu complet, rezulta ca F este de asemenea un spatiu
metric complet cu metrica din C[x, — d, x, + d]. Consideram aplicatia

Ap)(x) = yo + j Ftbo®)dt (9 €F,x € [xo— d,xo + dI).

Ea aplica F in F, deoarece

A9 - yol = | [ £(6.0)de| < Md.

Cum insa
(ApD) (D) — (Ag) (O] < j F(t,01(0) = £ (£, 2(0))]dt| <
< | Llgi(®) = p2(O)ldt| < Lp(ps, 02) - 1x = o ,
avem

p(Apy, Ap,) = x _rgax+d]|(A(p1)(x) — (Ap) ()| < Ldp(@4, @2).

0—a&,Xo

Intrucit g = Ld < 1, din ultima inegalitate conchidem ci A este aplicatie de contractie
a spatiului complet F Tn F si deci A poseda in F un unic punct fix. Acest punct fix este
unica solutie a ecuatiei integrale (10) si deci unica solutie a ecuatiei diferentiale (8) cu
conditia initiala (9).

8 15. Multimi compacte



In analiza matematici un rol important 7i revine teoremei Bolzano-Weierstrass
despre posibilitatea extragerii unui subsir convergent din orice sir numeric marginit. Tn
spatiile metrice arbitrare astfel de posibilitate nu este, adica existd mulfimi marginite ce nu

contin subsiruri convergente. De exemplu, Tn spatiul I, (I < p < ) multimea M = {e,,}7,

1
(en = (0, ..., 0, 1, 0)) evident este mirginitd, insd p(ei, €) =27 si deci orice subsir al

sirului {e,, }7° nu este fundamental si, prin urmare, nu este nici convergent.

Tn legaturd cu aceasta, Tn spatiile metrice se introduce notiunea de multime relativ

compacta.

Definitia 1. Mulfimea M din spatiul metric X se numeste relativ compacta, daca din

(00]

orice sir {x,,};° < M se poate extrage un subsir convergent {xnk}l

Definitia 2. Multimea M se numeste compacta, daca din orice sir {x,}7° < M se

poate extrage un subsir {xnk}io convergent la un punct xo € M.

Se vede usor ca multimea M este compactd, daca si numai daca ea este relativ

compacta si Tnchisa.
Exemple. Tn spatiul metric X = R:

a) multimea M = (a, b) este relativ compacta, insa nu este compacta;
b) M = [a, b] este mul{ime compacta;
c) M = N nu este relativ compacta (sirul {x,}7°, X» = n nu contine subsiruri

convergente).
Teorema 1. Orice multime relativ compacta este marginita.

Demonstratie. Fie M o multime relativ compacta in spatiul metric X. Admitem ca
M nu este marginitad. Atunci pentru orice N € N si @ € X multimea M nu se contine n
sfera S(a, n). Deci existd X, € M, X ¢ S(a, n), adicap (a, x,) =n(n=1, 2, ...). Sirul {x,,}7°

. . oo =
contine Un subsir convergent {xnk}1 . Fie



lim x,, = x,.

k— oo

Din continuitatea distantei in spatiul metric avem
lim p(xn,, @) = p(xo, @).
Pe de alta parte p(x,,,,a) 2n;, (k=1,2,..)sideci

lim p(xy,, a) = o,

k— oo

ceea ce este imposibil. Contradictie.

Observatie. Exemplul de la inceputul paragrafului ne arata ca afirmatia reciproca

teoremei 1 nu este adevarata in cazul spatiilor metrice arbitrare.
Pentru spatiile R™ si C™ este adevarata :

Teorema 2. Multimea M < R™ (sau M < C™) este relativ compacta, daca si humai

daca ea este marginita.

Demonstratie. Necesitatea rezultd din teorema 1. Sa demonstram suficienta , care
de fapt este cunoscuta din analiza matematica (teorema Bolzano-Weierstass pentru spatiul
R™). Pentru simplitate vom examina cazul spatiului R?. Fie deci M o multime marginita Tn
R2sixpeM (n=1,2,..),x, = (fl(n), fz(n)). Multimea M fiind marginita, exista o sfera ce

contine aceastd multime. Fara a restringe generalitatea, putem presupune ca centrul sferei

este punctul O(0, 0) si deci M < S(0, r). Avem x,, € S (0, r), de unde obtinem

67| < \/( - 0)2 + (& - 0)2 = o, 0) <7 (n=12,.:k=12) (1)

Conform inegalitdtii (1), sirul numeric { 1(n)} este marginit si deci contine un
1

subsir{ gn")} convergent. Fie
1

lim £ = g,

k— oo



m ~
Consideram acum sirul numeric{ gn")} . In virtutea inegalitatii (1) el este de asemenea
1

(0]

ng.
marginit si deci contine un subsir ( g ) convergent.Fie
2 g
1

lim zgn"f) —¢,

Jj—oo

ng. [}
Sirul E( “ ) , fiind un subsir al sirului convergent o convergent de
1 1 1
1

asemenea catre &;. De aici obti . sirul . _ (""j) ("kj)
1 tlnem° Siru xnkj 1 xnkj - 51 '62 Convel‘ge

n coordonate citre x = (&;,&,). Deoarece convergenta in R? este echivalenti cu
[ee)

convergenta in coordonate, rezulta ca sirul {xnkl} este convergent Tn spatiul R? si deci
71

multimea M este relativ compacta. Cazul general se examineaza ih mod analog.

Teorema 3. Intersectia unui sir descrescator de multimi compacte nevide {F, }7° este
o multime compacta nevida. Daca diametrul multimilor F, tinde la zero, intersectia lor se

reduce la un punct.

Demonstratie. Fie {F,}7° un sir descrescator de multimi compacte din spatiul X.

Luam in fiecare F, un element x,. Obtinem sirul {x,,}7° situat in F;. Multimea F; fiind
compactd, putem extrage un subsir {xnk}zo convergent la Xo € Fy. Insa sirul {xnk}:_z este

situat In Fn, < F, sideci Xo € F,. Obtinem astfel succesiv

- (0e] o 9

Xo € Fj(j € N), deoarece {xnk}k—j C F,; © Fj. Aceasta ne arata ca
(o]

Xo € ﬂ F;.

=1

]:

Deci intersectia sirului de multimi {F}}T nu este vida. Intersectia multimilor Tnchise



Njz, F =F

este o multime inchisa si intrucit F < F; , iar F; este o multime compacta, rezulta ca

F=Nj=1 £
este mulfime compactd. Daca

lim diam F, =0

n—->0oo
six,yeF, (n=1,2,...), atunci
0 <p(x,y) <diamF, -0

si deci p(x,y) =0, adica X =y. Prin urmare, exista numai un punct comun tuturor

multimilor F,.

8 16. Teorema Hausdorff si unele consecinte

Definitia 1. Fie € > 0 un numar pozitiv arbitrar. Multimea A din spatiul metric X se

numeste € - retea pentru multimea M c X, daca pentru orice X € M exista y € A, astfel ca

p(X, y) <e.

Cu alte cuvinte, multimea A este 0 € - retea pentru multimea M, daca orice element x

din M poate fi aproximat cu elemente din A cu precizie dee>0 .

Definitia 2. Se spune ca multimea M c X este total marginita, daca pentru orice

¢ > 0 exista un numar finit de puncte X, X, ..., X, din M, astfel incit

n
M c U S(xg, €).
k=1

Se vede usor ca este adevarata :



Teorema 1. Multimea M c X este total marginita, daca si numai daca pentru orice

€>0 existd o ¢ - retea finitd pentru aceastd multime.

Demonstratie. Necesitatea. Fie multimea M total marginita si € > 0. Avem

n
M c U S(xy, €)
k=1

si deci pentru orice X € M exista o sfera S(xko,e) , care contine X. De aici p(x, xko) < ¢

si, prin urmare, multimea A = {x; }{ este 0 ¢ - retea finita pentru mul{imea M.

Suficienta. Fie ca pentru orice € > 0 existd o € - retea finitd pentru multimea M.
Notam aceasta e-retea prin A = {x;.}7 . Deci pentru orice x € M exista x; € A astfel incit

p(x, xj) < &, ceea ce implica

n
x € S(xj,e) c US(xk, £).
k=1

De aici

n
M c U S(xy, €),
k=1

adica M este total marginita.

Teorema 2. (Hausdorff). Pentru ca multimea M din spatiul metric X sa fie relativ
compacta este necesar, iar daca spatiul X este complet, atunci si suficient, ca M sa fie total

marginita.

Demonstratie. Necesitatea. Fie multimea M relativ compacta si € > 0. Luam un

X1 € M. Daca M & S(x,,€), atunci existd X, € M, X2 ¢ S(xq, €) si deci p(xq,x,) = €.

Daca



2
M ¢ US(xk, 8),
k=1

atunci exista

2
Xag US(xk,e),
k=1

X3 € M i deci p(xq,x3) =€, p(xy,x3) = €. Prelungim acest proces de extragere din
multimea M a elementelor xi. Fie ca putem extrage o multime infinitd de astfel de

elemente diferite {x; }7° € M. Atunci
p(xp,x;) =e>0 (k#)). (1)

Multimea M fiind relativ compacta , existd un subsir {xki}zo convergent si deci
fundamental. Prin urmare, pentru orice & >0 exista i, € N, astfel T7ncit
p(xk, Xk, ) < € (i,m = 1iy), ceea ce este in contradictie cu inegalitatea (1). De aici

rezultd, ca exista un sistem finit {x; }T cu proprietatea

n
M c U S(x, €).
k=1

Suficienta. Fie spatiul X complet si multimea M c X total marginita, iar {x,}7° < M.
Sa ludm un sir de numeric g,> 0; &, — 0. Multimea M fiind total marginita, avem

m,q

Mc U S(z",2)

j=1

si deci macar una din aceste sfere contine un subsir al sirului {x,,}7°. Notam acest subsir

o LN NENESEVRS g ) K
prin yx, . Deoarece M este total marginita, exista Z;
1

1

c M astfel Incit



()

,52) contine un subsir al sirului {x,(ll)} . Notam acest

si deci macar una din sferele S (z(z)
1

J
subsir prin {x,(lz)} . Prelungim acest proces la nesfirsit si obtinem sirurile {x,(li)}
1 n=1

(i=1,2,...) cu proprietatile:

(00

1. Fiecare sir {x,(fﬂ)} este un subsir al sirului {x,(j)} :
n=1

n=1 =
2. {x’(‘i)}:=1 cS (zj(i), ei).

Formam sirul ,,diagonal” {x,(ln)} , adica primul element din primul sir, al doilea
1
element din al doilea sir s.a.m.d. Sa aratam ca acest sir este fundamental. Fie ¢ > 0.

Deoarece {xi(i)}l si {xi(ilk)}l (k € N) sint elemente din sirul {x,(,i)}nzl, rezultd ca

{xi(i)}zo , {xl(i;k)}zo cS (zj(i), ei) si deci p (xl(l)xl(izk)) < 2¢& (keN).
Tntrucit

lim & = 0,

i—oo

rezultd ca exista ip € N astfel incit g; <§ (i = iy) si deci pentru orice i > i, si orice

[ee)

k € N avem p(xi(i),xi(i;k)) < 2g < &. Prin urmare, sirul {xl.(i)} este fundamental.
1

. oo
Spatiul X fiind complet, rezulta ca {xi(‘)} este convergent. Ne-a mai ramas sa observam ,
1

ca {xi(i)}l este un subsir al sirului {x,,}7°.

Consecinta 1. Pentru ca mulfimea M din spatiul metric complet X sa fie relativ
compactd, este suficient ca pentru orice € > 0 sa existe 0 € - retea relativ compacta a

multimii M.



Fiee>0siB- o0 %— retea relativ compacta a multimii M. Pentru orice x € M
exista Yy € B cu p(x,y) < % Din teorema Hausdorff exista o g— retea finita A pentru
multimea B si deci exista z € A astfel incit p(y,z) < g . Avem

&

2=8.

&
p(x,z) < p(x,y) +p(y,z) < 7t

Prin urmare multimea A formeaza o € - retea finita pentru multimea M. Din

teoremele 1 si 2 rezultd ca M este relativ compacta.

Consecinta 2. Orice spatiu metric compact X este  separabil.

. . . m(n)
Fie &,> 0, &y — 0. Din teorema Hausdoff rezulta existenta elementelor {Zi(")} , astfel
i=1
ncit
m(n)
X = U S(Zl(n),é'n)
i=1
Notam

_ ™ _
Ay ={z" }i=1 . A=]| a4,
n=1

Multimea A este cel mult numarabila (ca reuniunea unei multimi numarabile de multimi
finite). Ea este si peste tot densd. Intr-adevir, fie x € X, € > 0. Alegem En, < €5l

deoarece

m(ng)

— U S(Zi(n‘)),eno)

i=1

,eno) ce contine X , deci p (x,z.(n")

iy ) < &, < & Prin urmare

b b4 ~ n
avem: exista o sfera S (Zi(0 o)

x € A si deci A este peste tot densa.



8 17. Criteriul de compacitate n spatiul C[a, b]

Definitia 1. Functiile multimii M < C[a, b] se numesc egal continue (sau
echicontinue), daca pentru orice numar € > 0 existd un numar & > 0 astfel Incit relatiile

t', t" e[a, b], [t’-t"'| <& implica | x(t') - X(t'"") | < € oricare ar fi functia X € M.

Exemple . 1. Daca multimea M c C[a, b] este finita, atunci functiile acestei multimi
sint egal continue. Intr-adevar, fie M = {x; }Tc C[a,b] si € > 0. Conform teoremei
Cantor fiecare din functiile x; este uniform continud pe [a, b] si deci existd 6; > 0, astfel

incit t',t" e[a, b], t’-t"| <& implicd | x; (t') - x; (") | <e. Se vede usor ca

6 = min 5]>0

1<jsm
satisface conditiei din definitia mulfimii de functii egal continue.
2. Fara  dificultate se constata ~ ca  functile multimii M =

{sin nt}{°c C[0,1]nu sint egal conttinue (punem, de exemplu, t’ = 0, t”=% , 8:%).

Definitia 2. Mulfimea M c C[a, b] se numeste uniform marginita, daca existd o

constanta o> 0, astfel Incit pentru orice x € M si orice t € [a, b] avem | x(t) | < .

Teorema Arzela-Ascoli. Multimea M < C[a, b] este relativ compacta, daca si

numai daca ea este uniform marginita si functiile acestei multimi sint egal continue.

Demonstratie. Necesitatea. Fie M — C[a,b] o multime relativ compacta si deci
marginita Tn spatiul metric C[a, b], adica exista o > 0 astfel incit p(x, 0) < a (x € M) .
De aici | x(t) | < a (t € [a, b], x € M), adica multimea M est marginita uniform. Sa

&

demonstram ca functiile multimii M sint egal continue. Fie € > 0 si {x]-}inc M o 5"

retea finitd a multimii M (existenta unei astfel de retea rezultd din teorema HausdorfY).

Conform exemplului 1, functiile {xj}Tc M sint egal continue si deci existd & > 0 astfel

incit ¢',t" € [a,b], |t' — '] < & implicd |x;(t") — x;(t"))| <§ . Pentru orice x € M



wﬂém(13ksrmCumxxg<§,wméuﬁ}—@ﬁﬂ<§(agtsb)PmmJ

t',t" € [a,b], |t' —t"| <& avem

(@) = x(@)] < |x(@") = 2 ()] + |2 () = 2 ()] + |2 (") = x ()] <

<p(x) +2+px) <z+zto=
=S pUX, Xy 3 PLX, X 373 3—8.

Asadar, daca multimea M este relativ compacta, atunci ea este uniform marginita si

functiile acestei multimi sunt egal continue.
Suficienta. Fie M c C[a, b] o multime uniform marginita, adica
x(®)|<a (te€abl,xeM), (D
functiile careia sunt egal continue.

Consideram un sir arbitrar {x,,};°c M. Notdm prin {tj}c: o multime densa in [a, b]

(de exemplu, Q ~ [a, b]). Tn virtutea inegalitatii (1), sirul numeric {x, (¢;)}5 este
marginit si deci contine un subsir convergent {x,(ll)(tl)} :
1
Consideram acum subsirul {x,(ll)} al sirului {x,};°. Din (1) avem ca sirul
1
{x,(ll)(tz)} este marginit si deci contine un subsir convergent {x,(lz) (tz)} .
1 1

Continuam acest proces la nesfirsit si obtinem sirurile {x,(lk)} k=12 .)cu
n=1

proprietatile:
(k+1))” SRR 0 (9} R
a) {xn }n=1 este un subsir al sirului {xn }n=1,
. . (k) o
b) sirul numeric {xn (t,){ este convergent.
1
DR o (™ ic [x™ ()
Formam sirul ,,diagonal” {x,, . Din a) s1 b) rezulta cd sirul numeric {x, (tj)
1 1

este convergent pentru orice j € N . Functiile multimii M fiind egal continue , pentru orice



¢ > 0 existdi un numar & > 0, astfel incit |x(t") —x(t')] <§ oricare ar fi
t',t" € a,b],|t' —t''| < six e M. Avind numarul & > 0, alegem o submultime finitd

{1} a sirului {tj}zo astfel ca pentru orice t € [a, b] si existe Tp: |t — x| < &. Sirul

{xﬁ")}l este convergent in orice punct 7, (1 < k < m) si deci existd ng € N astfel incit

€
|x,§’1;”)(rk) — x,(ln)(rk)| <3 mn=>ny;p€N;k=12,..m).

Pentrun = n,, p € N avem

P ) = 2P @) < xS (0) = 28P )| + x5 (@) — x5 (@) +

& & &
+ [P () - x| < stats=e

De aici:

(n+p) _.(n)\ _
p (xni? 2 = max

P () — V()| <& (nzngpeN),

adica sirul {x,(ln)} este fundamental in C[a, b] si, deci convergent.
1

8 18. Acoperiri. Teorema Borel

Definitie. Fie X un spatiu metric si M o multime din X. Se numeste acoperire a

multimii M orice familie {M),}yEF de submultimi ale lui X , asa ca
M c U M,.
Yer

Dacad I' este o multime finita, se zice cad acoperirea este finitd. O acoperire formata

din multimi deschise , pe scurt, se numeste acoperire deschisa.

Teorema Borel. O multime nchisa F din spatiul metric X este compacta, daca si

numai daca din orice acoperire deschisa a ei se poate extrage o subacoperire finita.



Demonstratie. Necesitatea. Fie F 0 mulfime compacta si {Gy}yero acoperire

deschisa oarecare a multimii F. Admitem ca aceasta acoperire nu contine o subacoperire

finita si fie {g,}7°, &, >0 — un sir convergent la zero. Conform teoremei Hausdorff ,

mq R R
multimea F este total marginita si deci exista {xfl)} astfel incit
1

mq mq
F c US (xi(l), 51) c U S_(xi(l), 51)
i=1 i=1
Evident, multimile F; = F N §(xi(1), 51) (i=1, ..., m)sint compacte, diam F; <2¢& si

mq
F ES U Fi'
i=1

Multimea M, dupd cum am presupus, NnuU poate fi acoperitd cu un numar finit de

multimi {Gy}yer' Prin urmare macar una din multimile F; (i = I, 2, ... m;) poseda aceeasi
proprietate. Fie aceasta multime F; . Repetdm acelasi rafionament cu mulfimea compacta

F;, si numdrul & > 0 si obfinem mulfimea compactd F;;CF; astfel Tncit

1 ]

diam F; ;< 2¢; si ea nu poate fi acoperitd cu un numar finit de mulfimi din familia

{Gy}yer' Prelungim acest proces la nesfirsit si obtinem sirul de mulfimi compacte

{Filiz---in}:;l Cu proprictatile: a) F; ; b)diam F;

. —F . .
1l2..ln41 l1lp...lp

< 2¢&,; c) fiecare

1ig.in

din mulfimile F; ;, ; in nu poate fi acoperitd cu un numar finit de mul{imi din familia
{Gy}yel'"

Din a), conform teoremei 3, 815, rezultd existenfa unui punct xo € Fy ;, ;.
(n=1,2, ..). Intrucit x, € F € UyerG,, existd yo, astfel incit x, € Gy,. Mulfimea
Gy, este deschisa si prin urmare Tn ea se contine o sfera S(x,, €). Alegem n, € N, astfel ca
Eny < g Atunci din b) avem: diam Fy;, ;< 2&p, <& Intructt  xo € Fyy, g §i

diametrul acestei multimi este mai mic decit € , rezulta ca F; Vigeing &5 (xy, &). Sfera



S(xg,€) se include Tn Gy, si deci F; < Gy, . Prin urmare, multimea F; este

1l2...ln0 11’2""'710

acoperita cu o singurd multime din familia {Gy}yer' Aceasta insa contrazice conditiei c).
Asadar, presupunerea este falsa si deci familia {Gy}yer contine o Subacoperire finita a
multimii F.

Suficienta. Fie F 0 multime inchisa ce poseda proprietatea : orice acoperire deschisa
a mulfimii F contine o subacoperire finitd. Vom demonstra ca F este compacta. Fie {x,,}7

un sir arbitrar din F. Consideram 2 cazuri:

a) sirul {x,,}7° contine un subsir constant {xnk}zo X, =X (k=12 .0). Tn acest caz

. (00]
avem subsirul convergent {x,,} ;

b) sirul{x,}° nu contine un subsir constant. In acest caz el contine o infinitate de
elemente diferite. Fie {y,};° subsirul elementelor diferite (doua cite doua) ale
sirului {x,,}7°. Admitem cd {y,};° nu contine nici un subsir convergent. Atunci
orice z € F nu este limitd a unui subsir al sirului {y, }{° si, prin urmare, exista o sfera
S(z, &;), care nu contine nici un punct din sirul {y,,}7°, cu exceptia poate a punctului

zZ (deci contine cel mult un element al sirului {y,, }7°). Este evident insa ca
F € UerS(z ¢,),
adica multimea {S(z, €,)},crformeaza o acoperire deschisd a multimii F si, prin ipoteza
existd o subacoperire finita. Deci exista {zj}T, astfel ncit F < U7, S(z, &,,). De aici
avem: {y,}7 € F c U}":lS(Zj,Ezj) si, prin urmare, cel putin una din sferele S (Zj,ezj)
contine 0 infinitate de elemente ale sirului {y,};°. Aceasta Insa contrazice alegerii
sferelor  S(z, &;) si deci sirul {y,};° contine cel putin un subsir convergent. Sirul {y,,}7°

fiind un subsir al sirului {x,};°, rezultd ca {x,}7° contine un subsir convergent si, prin

urmare, multimea F este compacta.

8§ 19. Functii continue pe multimi compacte



Fie X si Y doua spatii metrice si f: X = Y o functie definita in X cu valoriin Y.

Definitia 1. (Cauchy). Functia f : X — Y se numeste continua in punctul x, € X,

daca pentru orice &€ > 0 exista & > 0, astfel incit p(x, x,) < & implica p(f(x), f(xy)) < €.

Definitia 2. (Heine). Functia f : X — Y se numeste continua in punctul x, € X daca
pentru orice sir {x,,};° de puncte din X, convergent la x,, sirul imagine {f (x,)}7" este

convergent la f(x,).

Aceste doud definitii ale continuitatii unei functii Tntr-un punct sint echivalente.
Echivalenta se stabileste Tn mod analog celei din analiza matematica referitor la functii

numerice de argument numeric.

De obicei se zice, ca functia f este continua pe multimea M c X, daca ca este

continua in orice punct al acestei multimi.

In viitor prin f(M) vom nota imaginea multimii M prin aplicatia f , adici

fM)={y e Y:Ix e M, f(x) =y}.

Pentru functiile continue pe multimi compacte sint adevarate un sir de teoreme
similare teoremelor Bolsano-Weierstrass si Cantor, cunoscute din cursul de analiza

matematica.

Teorema 1. Imaginea unei mulfimi compacte printr-o aplicatie continuad este 0

multime compacta.

Demonstratie. Fie multimea M — X compacta, f : X > Y — o functie continua pe
M. Vom demonstra ca f(M) este de asemenea compacta. Fie {y,,}7° un sir arbitrar din f(M).

Tntrucit {y,} < f(M) , exista {x,,}*°c M, astfel Incit f(x,) = y.. Prin ipotezd, M este o
multime compacta si deci sirul {x,,};°contine un subsir convergent {xnk}zo, Xn, = Xo €

€ M. Deoarece f este continud pe M, avem: f (xnk) - f(x0), adicd y,, — yo =
f(xo) € f(M) . Tntrucit {ynk}:o este un subsir al sirului {y,};°, multimea f(M) este

compacta.



Consecinta. Imaginea unei multimi compacte printr-o aplicatie continua este 0

multime marginita si Tnchisa.

Observatie. Imaginea unei multimi relativ compacte printr-o aplicatie continua
poate sa nu fie relativ compacta. De exemplu, fie X = (0, I] sif: X — Y = R definita prin
formula f(x) = i Functia f este continui pe multimea relativ compacti X. Insa imaginea

f(X) = [l, o) nu este relativ compacta.

Teorema 2. Fie M o multime compacta din spatiul metric X si f : M — R 0 functie

continua pe M. Atunci:
a) feste marginita pe M;
b) daca
a=inf f(x), B =supf(x),
XEM XEM
atunci exista xg, X, € M astfel incit f (x,) = «a, f (&) = S
Demonstratie. Afirmatia a) rezultd din consecintd. S& demonstram afirmatia b).

Conform definitiei marginii inferioare, pentru orice numar natural n exista x,, € M, astfel

Tncit
1
an(xn)<a+E, n € N.

De aici obtinem ci f(x,) — a si deci @ € f(M). Insa multimea f(M) este inchisa
si prin urmare @ € f(M), adica existd x, € M, astfel Incit f(x,) = a. Tn mod analog se

demonstreaza existenta punctului Xj.

Definitia 2. Fie X si Y doua spatii metrice oarecare si M < X. Functiaf: M — Y se
numeste uniform continud pe multimea M, daca pentru orice € > 0 exista un numar 6 > 0,

astfel Incit relatiile x', x"" € M, p(x',x") < & implica p(f(x"), f(x")) <e.

Teorema 3. Orice functie continud pe o multime compacta este uniform continud pe

aceasta multime.



Demonstratie. Fie M — 0 multime compacta n spatiul metric X si f: M —>Y —o
functie continua pe multimea M. Admitem ca f nu este uniform continua pe M. Exista
atunci go > 0, astfel Incit pentru orice 8 > 0 exista x', x' € M cu proprietatile p(x’, x"") < &,

p(f(x), f(x")) = &.

Fie o, >0 (n =1, 2, ...) un sir convergent la zero. Pentru orice d, exista x,, X, € M,
astfel Incit p(x,, x5) < 8., p(f(x), f(xy)) = &. Sirul {x;}7° contine un subsir {x,’ik};)o
convergent la x, € M (multimea M este compacta !). Din relatiile

0< p(x,’l’k,xo) < p(x,’l’k,x;lk) + p(x,’lk,xo) <oy, + p(x;lk,xo)

rezultd cd x,, = xo (k — o0).Functia f este continud pe M si deci f (x;lk) -

= f(x0), f(x2,) = f(x9) (k — o). De aici si din continuitatea distantei avem:

lim p(f (xn,. ), f (en)) = p(f (x0), f (%)) = 0,

k—o0

ceea ce este in contradictie cu inegalitatea

p(f(xn), f(xn)) 2 & (k=1,2,..).

Teorema este demonstrata.

Il1. SPATII LINIARE NORMATE
8§ 20. Spatii liniare normate. Definitii. Exemple

O buna parte din materia acestui paragraf Tn principiu este cunoscuta din cadrul
algebrei liniare, precum si din cadrul analizei matematice. Noi, 1nsd, avind in vedere
importanta acestei materii pentru studiul de mai departe al analizei functionale, Tn mod
constient am gasit de cuviinta sa amintim si pe alocuri Tntru-citva sa completam aici unele

notiuni deja cunoscute.



VVom nota prin K cimpul numerelor reale R sau ale celor complexe C.

Definitia 1. Se numeste spatiu liniar (sau spatiu vectorial) peste cimpul K o multime
E de elemente, in care sint definite doua operatii , si anume, o operatie de adunare X +y a
elementelor din E (adica o aplicatie a multimii E x E Tn E) si o operatie ax de Tnmultire cu
numere o € K a elementelor x € E (adica o aplicatiec a multimii K x E in E), care pentru

oricex,y,z € Esia, B € Ksatisfac conditiile:

1) x+y=y+x

2) x+t(y+z)=(x+y)+z

3) exista un element 0 € E (numit element nul) astfel incit x + 0 = x oricare ar fi X € E;
4) pentru orice element x € E exista un element (—X) € E, astfel incit x + (—x) = 0;

5) 1-x =x;

6) a(Px) = (ap)x;

7) (o + B)x = ax + Bx;

8) a(x+y)=oax+ay.

Aceste conditii se numesc axiome ale spatiului liniar. Tn cazul , ¢ind K = R spatiul E se
numeste spatiu liniar real, iar in cazul K = C E se numeste spatiu liniar complex.

Elementele spatiului liniar se numesc vectori.
Proprietitile 1)-8) implicd urmatoarele:

a) elementul O din proprietatea 3) este unic;

b) elementul (—x) din proprietatea 4) este unic;
¢) 0-x =0 pentru orice X € E;

d) (—I)x = —x pentru orice X € E;

e) a-0 =0 pentru orice o € K.
Exemple.

1. Multimea R™ a sistemelor de m numere reale cu operatiile de adunare si Tnmultire cu

scalari definite prin formulele:



x + y = (61 + N1, EZ + N2, 'Em + nm)r ax = (afp aEZ: "'ra{:m)
(x = (Ej);n,y = (r)j);n ER™ a € R)

formeaza un spatiu liniar (real). Cele 8 conditii din definitia spatiului liniar se verifica

nemijlocit.

2. Tn C™ operatiile de adunare si Tnmultire cu scalari din cimpul K = C se definesc ca

siin R™, adica

m

x+y=(§+ n,-);”, ax = (@),

(x = (Ej)T,y = (nj);n EC™ac C)
Cu aceste operatii C™ este un spatiu liniar (complex).
3.FieE=1, (I £p <) sau l, sau ¢y (vezi definitiile multimilor I, (I <p < o), I ,
coin §1,3).Daca x = (§;),y = (n;), € E,a €K, vom pune
x+y =0+, 08 10, 0), ax = (a&y, ...,aéy, ...).
Cu aceste operatii multimile |, (I < p <), l.» §i Cp se organizeaza ca spatii liniare.

4. Multimea C[a, b] a functiilor continue pe segmentul [a, b] cu operatiile de
adunare si Tnmultire cu scalarii din cimpul K=R , definite prin formulele (x + y)(t) = x(t) +

y(t), (ax)(t) = ax(t), formeaza un spatiu liniar.

Definitia 2. Sistemul de vectori {x]};n din spatiul liniar E se zice ca este liniar

independent, daca

Zajxj =0

j=1

atunci si numai atunci, cind a; =0 Gg=12,..,m.



~ . m . . . - .
In caz contrar sistemul {xj}l se numeste liniar dependent. Se zice ca sistemul

0 .. . o . . m .. . .. .
{xj}1 este liniar independent, daca orice subsistem {xj}l finit al acestui sistem este liniar

independent.

Definitia 3. Daca n spatiul liniar E exista m (m € N) vectori liniar independenti si
oricare m + 1 vectori sint liniar dependenti, atunci se spune ca E este spatiu liniar m-

dimensional si se scrie dim E =m.

Definitia 4. Daca in spatiul liniar E pentru orice m € N existda m vectori liniar
independenti, atunci se spune cd E este un spatiu liniar infinit dimensional §i se scrie

dim E = .

Se vede usor, ca spatiile R™ si C™ sint finit dimensionale: dim R™ = m = dim C", iar
spatiile I, (I < p < ), ¢ si C[a, b] — infinit dimensionale. Tn spatiile I, si co liniar

independent este sistemul {e,,}7: e, = (0,...,0,1,0,...)

n

iar in C[a, b] — sistemul {t"}3

Dacix; e E,aj e K (j=1,2,...,m), atunci elementul

se numeste combinatie liniard de elemente X; .

Definitia 5. Fie E un spatiu liniar. Sistemul {x]};n se numeste baza a acestui spatiu, daca

orice X € E poate fi reprezentat sub forma de combinatie liniara a vectorilor X;

si aceastd reprezentare este unica.



Daca spatiul liniar este finit dimensional si dim E = m, atunci, evident , orice sistem
liniar independent din m vectori formeaza o baza. Orice baza a acestui spatiu este formata

din m vectori.

Definitia 6. Se zice ca in spatiul liniar E este definitd o norma, daca fiecarui vector
X € E Ti este pus Tn corespondentd un numar real ||x||, asfel incit sint satisfacute conditiile

(axiomele normei):

1. ||x]| = 0;]lx|| = 0, daca si numai daca x = 0;
2. |lax|[ = la|-llx]l (x € E, o € K);
3. lx+yll < llxll + llyll (x,y € E) (inegalitatea triunghiului).

Un spatiu liniar E, Tn care este definitd o norma, se numeste spatiu liniar normat, sau

mai simplu , spatiu normat Si se noteza 9t .

Un spatiu normat devine spatiu metric, daca definim distanta dintre doua elemente

prin formula p(x,y) = ||x — ylI|.

Faptul ca formula aceasta defineste o distanta se verifica in mod direct. De aici
rezultd, ca spatiul normat este un caz particular al spatiului metric si, prin urmare, in acest
spatiu au sens toate definitiile si sint adevarate toate propozitiile demonstrate pentru
spatiile metrice. Tn particular, Tn spatiul normat 9t sfera cu centrul In Xo si de raza r> 0 este

multimea

S(x, 1) ={x € N |lx — x| <7},
lar sfera inchisa — multimea

S(xo,17) = {x € N: ||x — x,|| < 7).
Sirul {x,,}7° < N se zice convergent catre X, daca

lim [|x;, — x| = 0,
n—->oo

sau echivalent: pentru orice € > 0 existd np € N, astfel incit ||x,, — x|| < & (n > ny). Se

scrie



lim x, = x

n—-oo

sau x, — X.
Convergenta definita astfel se numeste convergenta Tn norma.

Sirul {x,}7° < 9t se numeste sir fundamental, daca pentru orice € > 0 exista Np € N ,

astfel incit ||x,, — x,|| < & (n, m > ny).

Daca un spatiu liniar normat este complet Tn sensul convergentei in norma, atunci el
se numeste spatiu Banach. Cu alte cuvinte, spatiul liniar normat in care orice sir
fundamental este convergent se numeste spatiu Banach. Spatiul Banach se va nota de

obicei prin B.
Exemple:

1. Spatiul liniar R™ (respectiv C™) este un spatiu normat cu norma

1

m 2

EEDYTNE
j=1

Axiomele normei |) —2) se verifica direct, iar axioma 3) rezultd imediat din

inegalitatea Minkowski (82). Conform 88, spatiul R™ (respectiv C™) este spatiu Banach.

2. Spatiul liniar I, (I < p < o) cu norma

"=

o0

el ={ > Il

j=1

este un spatiu normat. Aici iardsi inegalitatea triunghiului coincide cu inegalitatea
Minkowski pentru serii. Acest spatiu este complet si deci |, (I < p < ) este un spatiu

Banach.

3. Spatiul liniar |, este un spatiu Banach cu norma



lxll = suplé;].
J
Axiomele normei se verifica in mod direct; pe cit priveste completitudinea spatiului
l. , mentionam ca ea a fost stabilitd in §8.

4. Spatiul liniar Cy este un spatiu Banach cu norma
il = max|¢; .
5. Spatiul C[a, b] este un spatiu Banach cu norma
llx|l = max |x(¢)].

6. Spatiul Cp[a, b] (I <p <) este un spatiu liniar normat cu norma

1

b
lxll = j (D[P de

Axioma a treia a normei coincide cu inegalitatea Minkowski stabilita in 82 pentru
functiile continue pe [a, b] , axioma a doua este evidentd. Pentru a demonstra ca este

satisfacuta si prima axioma a normei este necesara urmatoarea:

Lema. Fie ¢ o functie nenegativa si continua pe [a, b] . Daca

b
J, p@®)dt =0,
atunci ¢(t) = 0.

Demonstratia acestei leme se bazeaza pe proprietatile functiilor continue, precum si

a integralelor definite si e lasatd pe seama cititorului.
Conform 88 , spatiul normat Cp[a, b] nu este complet si deci nu este spatiu Banach.

In continuare mentiondm doar citeva proprietiti dintre cele mai simple ale normei,

precum si ale convergentei intr-un spatiu normat.



Fie 9t un spatiu normat oarecare. Avem
1. |[—x|| = ||x]|| pentru orice x € 1.
Intr-adevar ||—x|| = [|(=Dx|l = [=1] - [l = lIx|I.
2. lx = yll < llxll + llyll -
Intr-adevar, |lx — yll = llx + (=Dyll < llxll + 1=yl = llx]l + Iyll
3. llarxy + azx;|| < el |l + [az|llxz |-
Intr-adevar, [la;x; + ayx, || < llagxq |l +llagxa |l =lag x| + lag|llx .
Utilizind metoda inductiei matematice, obtinem

m

Z 2|a,| 11

4l Nl =yl | < llx =yl (1)
Avem
llxll = [ly + (x =l < llyll + [lx =yl
x| = llyll < llx = i (2)
Schimbind cu locurile x siy, obtinem
Iyll = llxll < [ly = x|l = {lx =yl . 3)
Din (2) si (3) rezulta (1).

5. Norma in orice spatiu normat este o functie continua, adicda X, — x implica

1l = x|l

Aceasta afirmatie rezultd imediat din inegalitateal [, || = []x]| | < |lx,, — x||, care

se obtine nemijlocit din inegalitatea (1) pentrux =X, siy = X.



6. Operatiile de adunare si inmultire cu scalari intr-un spatiu normat sint continue ,

adica daca
lim x,, = x, limy, =y (inN)si lim a, = a (in K),
n—oo n—-oo n—oo
atunci
lim(x, +y,) =x+Yy, lim a,x, = ax.
n—-oo n—-oo
Intr-adevar,

NGt +yn) — = =1 =) + G =W < lxp, — x| + [y — ¥l > 0
si
lanx, — ax|l = l|(apxy, — anx) + (anx — ax)|| < |ay| - [lx, — x|| + |ay, — al - [[x]]. (4)

Sirul numeric {a,}7° fiind convergent, este marginit si deci exista ¢> 0, astfel

incilt |a,| < ¢ (n € N). Din (4) avem
lanxn, —axll < ¢ |lx, —x|| + |ap, — | - lIx]| = 0.

Conform definitiei, 0 multime este marginitd Tn spatiul metric, daca ea se contine
intr-o sferd. In cazul unui spatiu normat drept centrul sferei e comod sa se ia vectorul 0 si
obtinem : multimea M din spatiul normat 9t este marginita in acest spatiu, daca exista un

numar o> 0, astfel incit ||x|| <o (xeM).
De aici si din 5 rezulta

7. Orice sir convergent este marginit.

8§ 21. Subspatii. Sume directe de subspatii

Definitia 1. Fie 9% un spatiu liniar normat. Multimea £ < 9 se numeste varietate
liniara, daca pentru orice X, y € £, a € K elementele x +y € £, ax € L. Varietatea liniara

Tnchisa se numeste subspatiu al spatiului normat 9t .



Multimea £ a tuturor polinoamelor formeaza, evident, o varietate liniara in CJa, b].
Insa £ = C[a, b] (a se vedea §6) si deci £L # £, adicd £ nu este subspatiu. Multimea

M = {x € C[a, b]: x(a) = x(b) = 0} formeaza un subspatiu al spatiului C[a, b].

Dacd M < 9t, atunci multimea tuturor combinatiilor liniare de elemente din M

formeaza o varietate liniara ce se noteaza de obicei prin £ (M). Asadar

n
L(M) = Eajxj :n€N,aqje K,x; €EM .
j=1
Se vede usor ca L(M) reprezintd cea mai mica (in raport cu operatia de incluziune)
varietate liniard ce contine multimea M. Ea se numeste varietate liniard generata de

multimea M, sau acoperire liniard a multimii M, sau Tnvelis liniar al multimii M.

Usor se demonstreaza ca Inchiderea oricarei varietati liniare este o varietate liniara
inchisa, adica un subspatiu. Subspatiul L(M) se zice cd este subspatiu generat de
multimea M. L(M) este cel mai mic subspatiu (in raport cu operatia de incluziune) ce

contine multimea M.

Definitia 2. Se spune ca sistemul de vectori M — 9t este complet Tn spatiul N, daca

L(M) =M.

Deoarece multimea tuturor polinoamelor este densa in C[a, b], rezulta ca sistemul

{t™ }3 este complet in spatiul C[a, b].

Definitia 3. Fie 3¢, si W, - doua subspatii ale spatiului liniar normat 9t . Se zice
ci spatiul 9t este suma directd a subspatiilor MM, si M, si se scrie N =M, + M,, daca

orice element x € 9t poate fi reprezentat sub forma
X=y+z (yeM;,ze M,) (1)

si aceasta reprezentare este unica.



Unicitatea reprezentarii (1) este echivalenti afirmatiei ca M; N M, = {0}. Intr-
adevar, fie M; N M, ={0}six=y+z,x=y1+21 (y,y; EMy, 2,21 € M, ). Avem
y=—yv1=2z1—z€M NnM,sideciy—y, =0,z —z=0, adica y = y;,Zz = z;. Prin
urmare, reprezentarea (1) este unica.

Fie acum M, NPV, # {0} siueWM, NM,, u#0. Daca x =y +z (yeM,,
zeI,), atunci avem, de asemenea, x = (y+u) +(z-u) (y+u € M, z-u € M,). Prin

urmare, daca M, N W, # {0}, atunci reprezentarea (1) nu este unica.

Exemplu. Fie ft =1,(I<p<x),
M, ={x = (), €ly: & =0, jEN },

M, ={x=(§)  €ly: & =0, jEN }

Se vede usor ca M, si M, sint subspatii ale spatiului 1, si W; N M, = {0].

Tntrucit orice x = (Ej)io € 1, poate fi reprezentat sub formax=y+z, unde y=

2(531,0, &3, cens <:2n-1,...) € EUtl siz =(0, (:2, 0, &4 yeons 0, E,Zn,---) IS EUEZ , rezulta ca Sp&tiUl |p

este suma directa a subspatiilor 9t, si Wi,

8§ 22. Serii in spatii normate

Definitia 1. Se spune ci seria definitd de un sir {x,};° de elemente ale spatiului
normat Jt este convergenta in 9t si are drept suma elementul s, daca sirul {s,};" ale

sumelor partiale
n

sn=2xj

J=1

converge citre s. In acest caz se scrie



(e 0]
z X] = S.
j=1
Daca sirul {s,,}7° nu este convergent, se spune ca seria
(e 0]
Zj:l x] (1)

este divergenta.

Din egalitatea X, = Sn— Sp1 (N = 2, 3, ...) urmeaza ca termenul general al unei serii

convergente tinde la zero.

In teoria seriilor numerice un rol important 1i revine criteriului Cauchy de

convergentd. Un asemenea criteriu este adevarat si in spatiile Banach.

Teorema 1. Pentru ca seria (1) sa fie convergenta in spatiul Banach 8B, este necesar

si suficient sa existe, pentru fiecare numar real € > 0, un numar natural no , astfel incit

IZ52r x| < e )

j=n+1
oricarearfin>ng(n € N)si p € N.

Demonstratie. Conform definitiei, seria (1) este convergenta, daca si numai daca
este convergent sirul sumelor partiale {s,};°. Spatiul B fiind complet, sirul {s,}7° este
convergent, daca si numai daca el este fundamental, adica pentru orice € > 0 existd  Ng €

N ,astfel Tncit

n+p

|Sntp — sul| = z xi[| <& (nzng; peN).

j=n+1

Observatie. Se vede usor cd necesitatea conditiei (2) pentru convergenta seriei (1)
este adevarata Tn orice spatiu normat (nu neaparat complet). Daca spatiul normat 9t nu este
complet, atunci fara dificultate se poate construi o serie Ce satisface conditia (2), dar care

insa este divergenta.



Definitia 2. Seria (1) se numeste absolut convergentd dacd este convergenta seria

numerica
25zl (3)

Teorema 2. Spatiul liniar normat Jt este complet, daca si numai daca Tn acest spatiu

orice serie absolut convergenta este convergenta.

Demonstratie. Necesitatea. Fie 8B un spatiu Banach si seria

j=1

absolut convergentd, adica converge seria (3). Conform criteriului Cauchy pentru seriile

numerice avem: pentru orice € > 0 exista Ny € N, astfel incit

Yiomallgll < e (n2ng;p e N).
De aici obtinem
”27]1:11;13(]” = 27]1:5_'_1”3(]” <é¢ (TLZnO; p € N)’

ceea ce, Tn virtutea teoremei 1, implica convergenta seriei (1).

Suficienta. Fie 9t un spatiu liniar normat in care orice serie absolut convergentd este
convergentd. Vom demonstra cd Jt este complet. Fie {x,}7 un sir fundamental in .

Conform consecintei din teorema 2 87, din {x,,}7 putem extrage un subsir {xnj} astfel
1

Tncit seria

o0
ltn, 1+ > (s =, |
j=1

este convergenta. Prin urmare , seria

[o0]
Xn, T E Xnjp, — Xn;
j=1



este absolut convergentd. Conform ipotezei ultima serie este convergenta si deci este

. . o . 2 -
convergent sirul sumelor partiale {Sj}l ale ei. Insa

j—-1

Sj = Xn, + z(x“k“ — Xp,) = Xn,-
k=1

o0

Astfel am obtinut, ca sirul fundamental {x,}7" contine un subsir {xnj} convergent, ceea
1

ce conform teoremei 3 87 arata, ca sirul {x,,}7 este convergent. Prin urmare , orice sir
fundamental Tn 9t este convergentsi si deci spatiul 9t este complet.

8§ 23. Spatii Banach cu baza

Definitie. Fie B un spatiu Banach infinit dimensional. Se zice ca sirul {x,,}7° este 0
baza (sau baza Schauder) a acestui spatiu, daca orice element X € B poate fi reprezentat

sub forma

x =X §% (§e K jEN) (1)
si aceastd reprezentare este unica.

Se vede usor ca unicitatea reprezentarii oricarui X € B sub forma (1) este

echivalenta afirmatiei:

k=1

dacd si numai daca £;= 0 (j € N). De aici, n particular, rezultd ca X, # 0 (n € N).

Exemple. FieB=1, I <p<x®)sie, = <0, ..0,1,0, ) Pentru orice

n

x = {&;} €1, seria

Iy 131



converge si deci restul acestei serii

2 |€j|p -0 (n- o).

j=n+1
De aici rezulta ca
1
n [00] p
p
x= > & = 100, 0. nan Envas D = | D[] =0
j=1 j=n+1
si deci
o0
j=1
Daca

z §ej =0,
=1

atunci (£1,¢&5,...) = 0,de unde &; = 0 (j € N). Prin urmare, sirul {e,,}7° formeazi o baza a
spatiului |, (I <p < «). Tn mod analog se stabileste cd acelasi sistem {e,};° formeaza o
baza a spatiului Co.

Teorema. Orice spatiu Banach cu baza este separabil.

Demonstratie. VVom considera cazul spatiului real. Fie {x]}io o baza a spatiului B,

jar M —multimea tuturor combinatiilor liniare de elemente x; cu coeficienti rationali.
Vom demonstra ca M este 0 multime numarabila si peste tot densa in B, ceea ce implica

separabilitatea spatiului B. Pentru orice n € N notam prin M, multimile combinatiilor

.. n . . . . .o
liniare de elemente {xj}l cu coeficienti rationali, adica



n
M, = zrjxj: 1 € Q,j=12,..n,.

Evident, aplicatia

n
Q: Z 1% = (11, 00, )
j=1

este o bijectie a multimii M, pe multimea M, a sistemelor din n numere rationale. Tntrucit

M,, este numarabila, numadrabild va fi si multimea M,. Insa

M= UMn
n=1

si deci M este de asemenea numarabila.

Fiex e 8,

oo
j=1

Pentru orice € > 0 alegem ng € N astfel ca

-] <5 @

2

Avind numarul n,, alegem numerelerj € Q (j =1, 2, ..., n,) astfel ca
G =12,...,n9). 3)

. - __ o
Consideram vectorul y =), =11 Xj-

Evident, y € M. Din (2) — (3) avem



lx =yl = ||(x - 2% E,-xj) + 2528 - r,-)x,-” = ”x B

Nno No
— 22 gjxj” + 2j2q |9(j | ]| < > + Z] 12n0||x || ]| =
= §+§ =€. Prin urmare, multimea M este peste tot densa. Fiind si numarabila,

spatiul B este separabil.

Din acasta teorema rezulta , ca orice spatiu Banach neseparabil (Tn particular, l.. )

nu admite o baza Schauder .

Afirmatia reciproca teoremei , demonstrate mai sus, nu este adevarati. In anul

1972, P.Enflo a aratat ca exista spatii Banach separabile care nu admit baza Schauder.

§ 24. Spatii cit

Fie E un spatiu liniar peste cimpul K si £ o varietate liniara in E. Vom defini in
multimea E urmatoarea relatie: X ~y dacd X —y € L. Se verifica usor ca relatia ~ poseda

proprietatile:

a) X~ X, adica relatia ~ este reflexiva,
b) x ~yimplica y ~ X, adica relatia ~ este simetrica;

C) X~Y, y~zimplica X ~ z, adica relatia ~ este tranzitiva.

Prin urmare relatia ~ este o relatie de echivalenta si deci spatiul E se descompune in clase
de echivalenta Tn modul urmator: doua elemente X si X; apartin aceleiasi clase, daca si
numai daca X ~ Xj, adica X — X; € L. Vom nota prin X clasa de echivalenta care contine

elementul x. Se vede usor ca, daca x este un element din X, atunci
X ={x+x9xy € L}

Sescriex =x+ L.



Doua clase de echivalentd sau sint disjuncte, sau coincid. In adevar, daca
Uuex, uey,atunci
X={u+xy,x0€ L}, y={u+xy,x0€ L}
si deci X = J. Sa observam ca daca X ~ X1, Y ~ Y1, atunci X +y ~ X3 + y1, AX ~ AX1 (A € K).
Intr-adevar:
(X+Yy)—(Xz+y) =(X—X) +(y-Yy1) € L, AX—AX1 =A(X—X1) € L.

Prin urmare X ~ X1, y ~ y1 implica

C+y=2x +) Ax = Ax, (1)

Acest fapt ne permite sa introducem n multimea claselor de echivalenta operatiile

de adunare si de inmultire cu un numar in mod natural :

— —

X+ y=x+y AX=)x (xeX,yepreK). (2)

Relatiile (1) aratd ca definitia adundrii si Tnmultirii cu un numar din K prin
egalitatile (2) este corecta, deoarece clasele X + ¥, AX nu depind de alegerea elementelor.

XEX yEW.

Se verifica fara dificultate, ca multimea claselor de echivalentd cu operatiile de
adunare si Tnmultire definite de relatiile (2), formeaza un spatiu liniar, numit spatiu cit al
lui E prin £ ( sau spatiu cit al lui E relativ la £) si se noteaza E | L. Rolul elementului nul

Tn acest spatiu il joaca clasa ce contine elementul 0 € E:

iar =% = (—=1)%. Intr-adevir,
£4+0=x+0=%  £+(-D&=x+(—x)=0.

Daca spatiul E este normat, atunci in spatiul cit poate fi definita o norma.

Este adevarata



Teorema 1. Fie 9t un spatiu liniar normat, £ un subspatiu al lui 9t .Formula
1211 = infllxll (= infllx + xoll,x € 2)
XEX Xo€L

defineste o norma h N | L.

Demonstratie. Si observam cd multimea X este inchisa In %t. Intr-adevar, daci x,, €

A

X ,x, — u, atunci

lim (x, —x,) =x,—u, x, — X, €L
m-—oo

sidecix, —u € L, deunderezulta u =x, — (x, —u) €EX.

Sa verificam axiomele normei.

) Daca £ = 0, atunci

IZ]| = inf[[x]| < ||O]| = O.
XEX

Reciproc, fie ||X|| = 0. Conform definitiei marginii inferioare, existd x,, € X , astfel

incit ||x]| < O +% (n=1,2,..)sidecix, — 0. Tnsd atunci 0 € £, ceea ce implici £ = 0.
2) ||[Ax]] = ||za\c|| = inf ||z]| = inf ||Ax + x,|| = inf||Ax + Au]| = |A] inf]|[x + u||
ZEAX XoE€EL uerL ueL
= |A]1I%]l.

3) Fiex,y cE |L sie>0. Alegemx € X,y € y, astfel incit [|x|| < [|X]| +& |yl <
< ||yl + €. Avem

1%+ 91l = llx + ¥l = LaE llzll < b+ yll < llxll + Iyl < NIZ] + NIyl + 2e.

Numarul € > 0 fiind arbitrar, obtinem
1%+ 31l < 1]l + lIPIl.

Teorema 2. Daca B este spatiu Banach si £ un subspatiu al spatiului B, atunci,

B | L este spatiu Banach.



Demonstratie. Fie {X,};° un sir fundamental in B | L . Conform consecintei din

teorema 2 §7, sirul {X,,}7° contine un subsir {fnk}f astfel Incit

o0
D Mgy = 2]l <
k=1

Fie x,, un element arbitrar din x,, . Alegem x,,, € X,,, astfel ca

. . 1
||xn2 - xTLl” < ||xn2 - xn1|| + E:

apoi x,, € X, astfel ca

R R 1
||xn3 o x“z” < ||xn3 o x”z” + ?

Prelungim acest proces la nesfirsit si obtinem sirul {xnk}zo € B, x,, €X,, Ce

satisface conditia : ||xnk+1 — xnk” < ||J?nk+1 — fnk” + zik (k=1,2,..). Avem

e, [+ B s = X ll < e, 1+ Ziea s = R |+ T 5 <0
Prin urmare, seria
xn1+ Zloco=1 (xnk+1 - xnk) (3)

este absolut convergenta. Tntrucit spatiul B este complet, seria (3) este convergenta. Fie

. . . . _ j—1 _ .
suma seriei (3) egala cu s. Sumele partiale s; = x, + X _; (X, — Xn,) =Xn, - Deci

limx, = s. Insiatunci ||g?n.—§||= inf ||z||= inf ||xn.—s+u|| <
n-ooo J J ze J?nj—ﬁ ueL J

S



oo
Prin urmare , sirul fundamental {X,,}7° contine un subsir convergent{a?nj} . Conform
1

teoremei 3, 87 sirul {X,}7° este convergent. Cu aceasta, completitudinea spatiului cit

B | L este demonstrata.

25. Izomorfismul spatiilor normate finit dimensionale

Definitia 1. Fie 9t 1 si 9t — doua spatii liniare normate peste acelasi cimp K. Se
zice cd aceste spatii sint izomorfe, daca exista o aplicatie bijectiva f a spatiului 9t 1 pe

I, astfel incit:

I) f este liniara, adica pastreaza operatiile algebrice : pentru orice X,y e i, a € K

avem f(x+y) = f(x) + f(y), f(ax) = af(x);
2) aplicatiile fsi f sint continue.

Teorema. Orice spatiu liniar normat real (complex) finit dimensional de

dimensiunea m este izomorf cu spatiul R™(C™).

Demonstratie. Fie 9t un spatiu liniar normat real, dim 9t = m. Fixdm o baza {ej}in a

spatiului 9t. Atunci fiecare x € Jt admite o reprezentare unica

m
X = Z ¢je;
j=1



Consideram aplicatia f : 9t — R™ definitd astfel: x = Y7L, &5 = (&1, .., m) = X,
adica dacd x = XL, §;e; € I, atunci

f(x) = x, (1)
unde x = (&4, ..., &) € R™

Evident, f este o bijectie a spatiului 9t pe tot spatiul R™. Ea este liniara, deoarece

daca
m
y ==§E:Uj€p
j=1
atunci
m m
xty= Z(fj +n;)e,  ax = z(“fj)ej
j=1 j=1

sifx+y)=x+y =1+ 00, 8m +1m) = G §) + (1, ) =X+ =1(X) +
f(y) ) f(CZX) =(C(€1, Ty afm) = a(fl! me) = ax = af(x)

Vom demonstra acum, ci aplicatiile f si f~1: R™"—> N, f~1(¥) = x sint continue.

Pentru orice x € 9t avem

1 1
Il = 12 el < 27 151 el < (Z7alsl) - (Sallel)” = it

adica

Ixll < Blixll, 2)

unde

1
m 2
2
g={ el
j=1



De aici, Tn particular,
lx =yl < Bllx=yll = Bllx = ¥ll, 3)
If 1) = 72O < Blix = ¥
ceea ce implicd continuitatea aplicatiei f 1.
Pe suprafata sferei din spatiul R™

1
2

m
050, ={x e R™: 1zl = g7 | =1
=1

considerdm functia

@(x) = x|l = lI$1e1 + -+ Smemll.

Utilizind inegalitatea (2), obtinem

9@ — oM = |lIxll = Iyl < llx—yll < Bl -,
ceea ce implica continuitatea functiei .

Pentru orice x € d5(0,1) avem x # 0 si deci @(x) > 0. Multimea 95(0, 1) este

compacta (teorema 2, §15), functia @ — continud pe aceastd multime si deci existd

X, € 05(0, 1, astfel incit

inf o(x) = ¢(xy) =a>0.

lIxl|=1

Daca x este un vector arbitrar din R™ diferit de vectorul nul, atunci

* €85(0,1)
[E4 '

sideci o < @(—=) =

1]

2|12 de unde rezulta

l1x]]

1]l

— 1
Xl < = [lxl (4)



De aici, in particular, [|% — | = [Ix=yll <~ llx -yl (5)
Sau

1
IfCO-fDl < ~llx =,
ceea ce implica continuitatea functiei f.
Cazul spatiului complex se examineaza in mod analog.

Consecinta 1. Orice doua spatii liniare normate reale (complexe) finit dimensionale

de aceeasi dimensiune sint izomorfe.

Este suficient sa observam ca ambele spatii sint izomorfe cu R™(C™) si deci sint
izomorfe intre ele.

Definitia 2. Se spune ca doua norme ||*||; si ||]|, definite pe un spatiu liniar E, sint
echivalente, daca exista doua numere reale c;, ¢ > 0 , asfetfel 1incit

cllxll; < llxll, < cqllx]|, oricare ar fi x € E.

Consecinta 2. Orice doua norme, definite pe un spatiu liniar finit dimensional,

sint echivalente

Intr-adevir, fie ||-||; si |||, doud norme definite pe spatiul liniar E. Utilizind
inegalitatile (2) si (4), obtinem inegalitatile:
aq1x[[ < llxll; < BqlIxll, az|lx]| < [[x]l, < B llx]l,

in care a;, B; (j = 1, 2) sint anumite numere pozitive. De aici

P2

[¢4/)
—lxlly < llxllz < =—=[xl;.
1 aq

Consecinta 3. Convergenta intr-un spatiu liniar normat finit dimensional este

echivalenta cu convergenta in coordonate.



Intr-adevir, fie {ej};n —~ 0 bazi a spatiului normat %, x =Y ¢e;,
X, = ;."zlf}n)ej. Din (3) si (5) avem
allx, — x|l < llx, —x[l < Bllx, — x|
De aici rezulta ca sirul {x,}° converge 1in spatiul 9t catre

x, daca si numai dacd sirul {x,,}{° (ﬂ= ™ em, ,(,ff))) converge  Catre

= (&,&,...,&,) in spatiul R™ (C™). In spatiul R™(C™) convergenta este echivalenta

CuU convergenta in coordonate si deci obtinem

m m
— (n) —
x"_zfj € =X = $iej

daca si numai daca E}n) & (=12,..,m).

Consecinta 4. Orice varietate liniara finit dimensionala ntr-un spatiu normat este

inchisd si prin urmare este un subspatiu.

Fie £ o varietate liniara in spatiul normat 9t, dim £ = m si {x,}7° un sir din
L, convergent Tn N citre un element oarecare X. Vom demonstra ca X € L. Fie {e,}* — 0

baza in L si

m

Xp = Z fj(n)e]

j=1

Sirul {x,,}7°, fiind convergent, este si fundamental. Din relatia (5) avem:

||x, — x|l < p |2, — x, I,

de unde rezulta ca {x,};° este fundamental in R™ si deci convergent. Fie

Xn = Y= (771: ---:Um)-

Punem



m
y = Z 1n;€j-
j=1

Atunciy € Lsi

Ixn = yll < Bllx, = ¥l = 0.

Avem: x, >y e LsiXx,—> X. Decix=y e L.

8§ 26. Compacitatea si spatiile finit dimensionale

Scopul acestui paragraf este de a demonstra teorema F. Riesz, privind caracterizarea
spatiilor normate finit dimensionale. Tn demonstratie vom utiliza urmitoarea lema, care in

analiza functionala are si multe alte aplicatii.

Lema Riesz. Fie £ un subspatiu al spatiului liniar normat 9t, £ = 9. Pentru orice

€ > 0 exista un element x, € It , astfel incit
Ixoll = L, llxo —yll >1—¢ (Vye L)
Demonstratie. Fie xe 9t \L si d — distanta de la x la £, adica

d=p(x L) = infllx —zI.

Intrucit £ este o multime inchisd si X ¢ £, numarul d > 0. Alegem un element

v, € L, astfel ca



d<||lx—yll <d+de (1)
si notam

X = Yo

Xog = T—————.
llx = woll

Evident, [|x,|| = 1 sipentruoricey € L avem

X~Yo _ ” _ lIx=o+yllx=yolDl
lIx=yoll lx=oll

lxo — Il = (2)

Elementul z = y, + yllx — y,ll€ £ si deci ||x — z|| = d. De aici si din relatiile (1)
si (2) rezulta

lx — z|| d d 1
>

= > = >1—=¢.
lx —yoll ~ llx—yoll  d+de 1+¢

llxo —yll =

Teorema Riesz. Spatiul liniar normat 9t este finit dimensional, daca si numai daca

orice multime marginita din 9t este relativ compacta.

Demonstratie. Vom considera cazul spatiului real. Fie 9t un spatiu normat cu
dim 9t = m < . Consideram aplicatia f : 9t — R™ definita in paragraful precedent prin

formula (1). Conform relatiilor (2) si (4) ale aceluiasi paragraf, avem

1

; lIxll < llf Gl Séllxll xelm (3

Fie M o multime marginita in 9t si deci exista ¢ > 0, astfel incit
x| <c (x €M). (4)

Din (3) si (4) rezulta ca

1N < lixl <= e ).

Deci multimea f(M) este marginitd Tn R™ si prin urmare este relativ compacta

(teorema 2, §15).



Daca {x,,}7° este un sir arbitrar din M, atunci multimea f(M) fiind relative compacta,

sirul {f (x,)}7° contine un subsir convergent {f(xnk)}io. Fie I}im f(xnk) =y €ER™

Aplicatia f este surjectiva si deci exista Xxe 9, astfel incit f(x) = y. Din (3) rezulta:

Pn,, = %[l < BIf Gene =011 = BIf () = FGON = BIIf () = 5l = 0.

Prin urmare, orice sir {x,}7° < M contine un subsir convergent si deci multimea M

este relativ compacta.

Reciproc. Fie acum 9t un spatiu liniar normat infinit dimentional. Vom demonstra

ca in acest spatiu existd o multime marginitd, dar care nu este relativ compacta.

Luam in 9t un element arbitrar xi, ||x;|] = 1 si consideram varietatea liniara L ;
generata de vectorul x;:  L£1={A1 X1; M € R}. Evident, dim £1 =1 si deci L1+
Conform lemei Riesz, exista x; € N, [|x,]| = 1,

1 1
|l — yll >1_§=§ (VyeLy).

-~ . 1 . . . . - -
In particular, avem ||x, — x{]|| > 5 Notam prin £, varietatea liniard generatid de

vectorii X; si X2 , adica: L= {A1X1 + A2Xo; A1, A2 € R}. Este clar ca dim dim £, <2 si

deci L, #Jt. Conform lemei Riesz exista x5 € N, ||x3]| =1,

1 1
x5 — yli >1—§=§ (VyeLl; ).

-~ . 1 . o . .
In particular, [lxs —x,1l > %, [lx3 — x| > . Continuam acest proces la nesfirsit si

obtinem sirul {x;}~ cu proprietatile: [|x;[| = 1 (e N), [|lx; — x| > % G # k).

- - - . . — w ~ b -4
Conform primei proprietati, multimea M={x;} este marginiti. Cea de a doua
- o o . [o0] . . . R
proprietate aratd, ca multimea M={x;} = nu contine subsiruri convergente. Prin urmare,

multimea M este marginita , insa nu este relativ compacta.



§ 27. Spatiile Lp(T, X, p) (1 < p <)

Fie (T, X, w) un spatiu cu masura, adica T este o multime oarecare nevida , X - 0
o- algebra cu unitatea T si pu - o masurd ¢ - aditiva completa, definita pe X. Fie, in
continuare, p un numar real p > l. O functie masurabila X : T—> K (K e Rsau K € C) se

zice p - integrabila pe T, daca functia [X(t)|° este integrabila Lebesgue pe aceasta multime.
Pentru orice a, B € K, avem

la + BIP < (laf + |BDP < Zmax(|al, |B]))? = 2P max(|al?,|B|P) < 2P(|a|” +
+BIP).

De aici imediat rezultd ca suma X + y a doua functii X, y p - integrabile este o
functie p - integrabild. Este evident ca, daca x este p - integrabild, atunci s1 aX este p -

integrabila.

Vom considera multimea tuturor functiilor p - integrabile x : T — K si vom

introduce urmatoarea relatie de echivalenta: x~y daca x(t) = y(t) aproape peste tot (a.p.t).
Sa notam cu Lp(T, 2, ) multimea tuturor claselor de echivalenta.

Daca X si y Sint functii apartinind la clase diferite X si y, iar z(t) = x(t) + y(t), atunci
Z apartine unei clase Z. Clasa Z depinde de clasele X si y si nu depinde de reprezentantii
concreti X si y din aceste clase. Tntr-adevir, dacd X; si Y1 Sint alti doi reprezentanti ai
claselor X si ¥, atunci X ~ X1, Y ~ Y1, adica x(t) = xa1(t), y(t) = ya(t) a.p.t. si deci x(t) + y(t) =

X1(t) + y1(t) a.p.t., ceea ce implica x +y ~ x; + V.

Prin definitic punem: clasa Z este suma claselor X si §. Daca a. € K si X este o clasa

oarecare de echivalentd, atunci aX va fi clasa care contine elementul ax (prin definitie)

Cu aceste operatii, multimea Lp(7, 2, 1) devine un spatiu liniar. Vom conveni in

viitor sd notam cu X clasa X" determinata de functia X.

Ca s1 pentru functiile continue se demonstreaza:



a) inegalitatea Holder: 1 < p < oo, pt + gl =1, x € Lp(T, 2, p), yeLq(T, 2, p)
implica xye L, (T, 2, p) si
1

j (DY (D)]du < ( f Ix(t)lpdu> ( f Iy(t)l"du) ;
T T T

b) inegalitatea Minkowski: 1 <p <o, X,y € Lp(T, 2, 1) implica

(jlx(t) +y(t)lpdu> < (fIX(t)Ipdu) + (le(t)lpdu> .
T

T T

S

Spatiul liniar Lp(T, X, 1) poate fi organizat ca spatiu liniar normat, punind

x|l = ( f Ix(t)lpdu> .

T

Proprietétile normei

a) [|x||=0; || x|l =0, daca si numai daca x =0,

b) [ ax|[=T]al - x|l
rezulta din proprietatile integralei Lebesgue.

Proprietatea a treia a normei (inegalitatea triunghiului) coincide cu inegalitatea
Minkowski.

Spatiul liniar normat Lp(T, X, 1) se numeste spatiul functiilor p - integrabile (sau p -

sumabile), desi elementele lui sint clase de functii.

Convergenta Tn norma in spatiul Lp(7, 2, 1) se mai numeste si convergentd in medie de

ordinul p.
Tn cazul ¢ind T = [a, b], iar p este masura Lebesque, scriem Ly[a, b].

Teorema 1. Spatiul Ly(T, X, u) este spatiu Banach.



Demonstratie. VVom demonstra completitudinea acestui spatiu. Fie {x,};° un sir
fundamental de elemente ale lui Lp(7, 2, 1) Din consecinta teoremei 3, 87 rezulta ca

putem extrage un subsir astfel Tncit

o0
D gy = 2]l < 0
k=1

Aplicind inegalitatea Holder, obtinem

1

jlxnkﬂ(t) o Xnk(t)ld,u = (jlxnk+1(t) - xnk(t)lpdnu> (J 1qd.u> =

T T T
1
= (D)7 [xnyers = x|
si deci seria

>

k=1

|xnk+1 (t) - xnk (t) | d.u

"]\’

este convergenta.

De aici si din teorema Levi, privind trecerea la limita sub semnul integrala Lebesque,

rezulta ca seria

D s © =0, 0]
k=1

converge a.p.t. si deci converge a.p.t. si seria

5, () + D (e (O = 0, ).
k=1

Sumele partiale ale ultimei serii coincid cu x,,, (t) si, prin urmare, a.p.t. pe T sirul

{xn, () }io este convergent.



klim Xn, (£) Inpunctele teT, in care sirul
—00

Punem  x(t) = {xn, () }io este convergent;

0, in celelalte puncte ale multimii T.

Vom demonstra caxe Lp(7T, 2, w) si lim|[x, — x| = 0. Fie e >0siny € Nun
n—oo

numar, astfel ca pentru orice n, m>n, sa avem

1 — x|l = j 1%, (6) = % (DPdpt < &.
T

Daca n,n, = n,,atunci

n = 2o |IF = j () — 2, (0Pt < €P.
T

Deoarece

MO =2, (O] = I (®) — ()] apt.,

aplicind teorema Fatou, obtinem [ |x,, (t) — x(t)|Pdu < e?  (n = ny),

adicd si X —X e Lp(T, 2, 1) si|lx, — x|l <& (n=ng). Insd x = x, + (x — x,,) si deci
X € Lp(T, 2, 1) , ceea ce impreuna cu relatia ||x,, — x|| < € (n = n,) implica: sirul {x,}7°

converge catre X In Ly(T, X, ).

Teorema 2. Multimea functiilor masurabile si marginite este densa in Lp(7, X, p)
Demonstratie. Fiex € Lp(T, 2, 1) ,€>0, Ap={te T:n-1<|x(t)|<n}.

Avem

r=| )4
n=1

si



[ @Pdu - i [ @Pdu <o
T

n=14,
Deci exista ng € N astfel Tncit
Ynmng+1 [ 1% (O)[Pdu < &P (1)

Notam
No fo'e)
A= UAn, B = U A,.
n=1 n=ng+1
Atunci T=AUBsidin (1) avem

jlx(t)lpdu < &P,

B

Punem

_(x(t),teA
Y(t)_{o, teB

Este evident ca functia y(t) este masurabila, marginita (|y(t)| < ng) si|lx — yl| =
1 1
= ([Ix(@®) — y(®OPdu)r = (f,1x(®)Pdp)? < e.
Tn cele ce urmeaza spatiul Lp(T, X, 1) se va presupune real.

Teorema 3. Fie T un paralelipiped in R™, u- masura Lebesgue. Multimea functiilor

continue pe T este densa in spatiul Lp(T, 2, u)
Demonstratie. Fie X € Lp(T, 2, 1) si € > 0. Conform teoremei 2, exista o functie
masurabild, marginita y, astfel incit |y(t)| <M (te T)si

&

— <
Il = yll < 5

Aplicind teorema Luzin, obtinem o functie continuda z(t) pe T cu proprietatile:



e \P
2Ol <M e w® <(5)
unde B={t e T:z(t) = y(t)}.
Avem

Iz — ylIP = j 12(6) — y(©)Pdp = j 12(6) — y(©)Pdp < j (2| + ly@©DPdu
B

T B
< f(M + M)Pdu =
= 2M)Pu(B) < (2M)P (ﬁ)p < (;)p

Tn consecinta

& E &
lz=yI<5, -zl <lx=yl+lly -zl <5+5=-e

Teorema 4. Tn spatiul Ly[a, b]este densi multimea P a tuturor polinoamelor cu

coeficienti rationali.

Demonstratie. Fie X € Ly[a,b],e > 0. Din teorema 3 rezulta existenta functiei

continue z cu ||lx — z|| < % Tn 86 am stabilit ci multimea P este densi in C[a, b] si deci

existd un polinom r(t) € P, astfel incit

&
mas |2(t) ~ r(8)] < — .
ast= 2(b—a)»
Avem
1 1
b P b p P
& &
Iz =7l = f|z(t)—r(t>|pdt < f — ) ) =2

sideci|lx —r|| < |lx—z| + |lz—r]<e.



Consecinta. Spatiul Ly[a, b] (1 < p < ) este separabil.

Teorema 5. Tn spatiul Ly[a,b] (b — a = 2m) este densd multimea polinoamelor

trigonometrice
ap + a;cos t + bysint + ---+ a,cos nt + b, sin nt.

Demonstratie. Fie X € Ly[a, b], € > 0. Conform teoremei 3, existd z € CJ[a, b], astfel
ncit

Ix — 2|l < =
X —Z -,
2

p
Fie|2(t) |[<M (a<t<b)si0 <& < () . Punem

z(t),t € [a+ 9, b],
v(t) =< z(b), t=a,
liniara pe [a, a + d].

Evident , functia v(t) este continua, | v(t)| < M (a <t <b) si aceasta functie poate fi

prelungita prin periodicitate pe toatd axa reald. Conform teoremei Weierstrass, existd un

polinom trigonometric h(t) , astfel incit

€
max |[v(t) — h(t) | < —.
asts<b =
4(b — a)r

Avem

||z—v||:(ff|z<t)—v<t)|pdt)% (a+5|z<t)_v<t)|pdt)% < (70201 +

- 1
+|v(t)|)pdt)p£ 2M 8P <2 M

£ _¢&
8M 4
1

Il = hll=(J;1v(£) = h(H) IPdt )" <

. (b — a)P— —
4(b- a)l’

si deci



lx = Rli<llx =zl + iz = vl + llv = hll < +=+= =¢.

8§ 28. Spatiul Lo(T, X, p)

Fie 1 o masura ¢ - aditivd completd, definita pe o o - algebra X cu unitatea T. Sa
consideram mulfimea tuturor functiilor X : T — R masurabile §i marginite a.p.t., adica
existd o constanta Cy > 0 astfel incit | x(t) | < Cx a.p.t. Vom introduce in aceasta multime
relatia de echivalentd Tn modul urmator: x ~ vy, daca x(t) = y(t) a.p.t. Vom nota cu

Lo(T, X, ) multimea tuturor claselor de echivalenta.

Introducem operatiile de adunare a doua clase si de Tnmultire a unei clase printr-un

numar ca si in Lp(T, 2, p)

Fie x o functie masurabild si marginita a.p.t. pe T. Se numeste suprem essential sau

suprem adevarat al lui X(t) pe T si se noteaza prin

vrai sup x(t)

teT
Sau
ess sup x(t),
teT
marimea

inf sup x(t).
u(M)=0 tET\pM ®

Aici marginea inferioara se ia in raport cu toate submultimile de masura zero.

Teorema. Multimea Lo(T, X, pn) formeaza un spatiu Banach cu norma

||x|| =ess sup |x(t) | .
teT



Demonstratia acestei teoreme se face Tn mod direct si de aceea o lasam pe seama

cititorului. Spre deosebire de spatiile Lp[a, b], spatiul L. [a, b] nu este separabil. Intr-
adevar fie

1,tela, a]

*a(t) = 1 0 te(a,b] (a<a<b).

Multimea {x4 }qc[q,p) €StE NENUMArabila si
p(xq xp) = ||xe — xp]| = ess t:[u%]lxa( t) —xp ()| =1 (a#p)
a,

Este suficient acum sa aplicam teorema 2,86.

I1l. SPATII HILBERT
§ 29. Spatii Hilbert. Exemple

Definitia 1. Fie E un spatiu liniar peste cimpul K (real sau complex). Se zice ca pe E
este definit un produs scalar, daca fiecarei perechi ordonate de elemente x, y € E i este
pus in corespondenta un anumit numar din K, ce se noteaza de regulad prin (X, y), numit
produsul scalar al elementelor x si y , astfel incit pentru orice X, y, z € E, A € K sint

Indeplinite urmatoarele conditii (axiome ale produsului scalar):
l. (X, X) > 0; (X, X) =0, daca si numai daca x = 0;
2.(xy)= (. %);
3.(x+y,2) =(x,2) + (y, 2);
4. (WX, y) =X, Y).
Tn cazul spatiului real (K € R) axioma 2, evident, ia forma (x, y) = (y , X).

Exemple.



| . Tn spatiul R™ produsul scalar poate fi definit prin formula

(x,y) = Z fj’)j-
j=1

Se vede usor ca aceastd formula intr-adevar defineste un produs scalar, adica sint

indeplinite conditiile 1) —4).

2. Tn spatiul C™ produsul scalar Tl vom defini in felul urmator:
m
_ m m
oy =) &y (x=E)]y=0m)))
j=1
4. In spatiul I, produsul scalar Tl vom defini prin formula
e =) & (x=E)7  y=@))). ©
j=1

Convergenta absoluta a seriei (1) rezulta din inegalitatea Holder (82).

5. Tn spatiul Lo(T, X, p) vom defini produsul scalar prin formula

(xy) = [x(®)yDdu. (2)

Existenta integralei (2) rezulta din inegalitatea Holder (827). Proprietatile 1)-4)
rezulta din proprietatile integralei Lebesque.
6. In spatiul C[a, b] definim produsul scalar prin formula

b

(x,y) = f x(©)y(e)de.

a

In continuare mentionam citeva din cele mai simple proprietiti ale produsului scalar ce

rezulta direct din definitie.

a) (0,x)=(x,0)=0.



Intradevir, (0, x) = (0-y, X) = 0-(y, X) = 0.

b) (x,y+2)=(x,y)+ (X,2). Avem

y+z)=Q+zx)=Qx)+EZx)=Qx)+(x) =y + (x2).

c) (x,4y) = (y,x) =A(y,x) = 1 (y,x) = 1 (x,).
Din b) si ¢) imediat rezulta
m n m n
zaixi’zﬁjyj :ZZ lﬁ](xl’y]
i=1 j=1 i=1j=1

Teorema 1. Daca E este un spatiu liniar Tnzestrat cu un produs scalar, atunci are loc

inegalitatea

[EXDIESICEINCAD) 3)

oricare ar fi x , ye E numitd inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz. Tn
inegalitatea (3) semnul egalitatii are 10c , daca si numai daca exista A € K astfel incit x =

Ay sau y = AX.

Demonstratie. Se vede usor ca daca X = Ay sau y = Ax ,atunci

10, | = (%, )4 (7, y).

Dacay =0, atunci relatia (3) devine o egalitate siy=2AxcuA =0. Fiey=0.

Atuncicu A = Goy) avem

(y,y)
0< (x—Ay,x—Ay) = (x,x) — A(y,x) — A(x,y) + AA(y,y) =

_ @y — &y (x,y) (x,¥) 3 een)?
= (o) . y) ) .y (o) + 0, y) ) O.y) = (@) . y)

Sau



|Ce)I?
<
(y,y) -_ (x) x)!

ceea ce implica (3). Daca in 3) are loc semnul egalitatii, atunci (x — Ay, x — 1y) = 0 deci

x—Ay=0,x = Ay.

Teorema 2. Daca (X, y) este un produs scalar, definit Tntr-un spatiu liniar E , atunci

functia

Ixll = v (x, x) (4)

este 0 norma in E.

Demonstratie. Sa ne convigem ca prin forma (4) se defineste o norma in E. Avem

1) |lx|] = +/(x,x) = 0;||x|| = 0 daca si numai daca (x,x) = 0 si deci x = 0;

2) l|Ax]l = /(Ax, Ax) = VA4 (x, x) = /1212 (x, x) = [A][|x]};
3 lx+ylI?=C+y,x+y) =0x)+ 0y + @0+ @,y = lIxlI* + (x, ) +
+06) + Iyl = lIxlI? + 2 Re(x, y) + llylI*.
Aici prin Re(x, y) am notat, ca de obicei, partea reala a numarului complex (X, Y).

Evident, |Re (x,y)| < | (x,y)|. Utilizind inegalitatea Cauchy- Buniakovski -Schwartz

obtinem

lx + ylI* < lIxl1* + 2|Re (x, )| + lIylI* < lIxlI* + 21Ce, )| + llyll* <

< lIxl2 + 2y Co 0V Gry) + Iy l2 = lxll2 + 211Nyl + Iy 112 = (el + [y 12
De aici rezulta inegalitatea triunghiului ||x + y|| < [|x|| + ||y]l.
Observatie. Daca norma in E este definitd de un produs scalar ||x|| < m,
atunci ||x + y|| = [|x|| + ||¥]|, daca si numai daca x = Ay sauy = Ax cu A > 0.
Intr-adevir, dacd y = Ax cu A >0 atunci ||y|| = Al|x|| si

lIx +yll = llx + Ax[ = |1 + Dx|l = (X + Dlix]l = llxll + Allxll = {lx]l + [yl



Reciproc, fie [|x + y|| = [|x]| + ||y|l. Din demonstratia teoremei 2 rezultd, ca n
acest caz inegalitatea Cauchy- Buniakovski —Schwartz este o egalitate si deci X = Ay sau

y= AX. Fiey= Ax.Avem
lIx + yll = llx + Ax|| = |1 + Al[|x]]
[l + llyll = llxll + 1Alllxll = (2 + [AD ]l ]l.

Pentru x # 0 de aici obtinem |1 + 4] = 1 + [4], ceea ce implica A > 0. Daca insa

X =0, atunci si y = 0 si drept A Se poate lua orice numar nenegativ.

Definitia 2. Se numeste spatiu prehilbertian un spatiu liniar normat 7, in care

norma este definita de un anumit produs scalar, adica in # este definit un produs scalar
(x, y), astfel incit ||x|| = / (x, x).

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz intr-un spatiu prehilbertian se scrie

asfel

1Ce, )1 < MIx[Hyll

Definitia 3. Se numeste spatiu hilbertian (sau spatiu Hilbert) orice spatiu Banach, n

care norma este definita de un produs scalar pin formula [|x|| = / (x, x).

Cu alte cuvinte, un spatiu hilbertian este un spatiu prehilbertian care este si complet

ca spatiu normat.

Spatiile R™,C™, I, La(T, X, n) din exemplele 1-4 sint spatii Hilbert, iar spatiul

C[a, b] cu produsul scalar

b

(xy) = f x(©y(O)dt

a

este un spatiu prehilbertian, dar care nu este spatiu Hilbert (Cz[a, b] nu este complet; §20,
exemplul 6).



Teorema 3. Intr-un spatiu prehilbertian produsul scalar este continuu fati de

convergenta in norma, adica din x,, = x si y,, = y rezulta (x,, y,) — (x,y).

Demonstratie. Fie x,, = x siy, = y. Avem

| ) — QO = 1, y) — (X, ¥) + (6, y) — ) = (e, Y — ¥) + (x5, — x, 9
< lIxullllyn — yII + [l — x|[y]].

Sirul {x,,}7° fiind convergent, este si marginit, deci exista o constanta M , astfel incit
lx, )l <M (n=1.2,....). Avem

|Gt V) — Ce, ) < My, — yll + llx, — x|lllyll = 0
si deci (xp, yn) = (x, ).

8 30. Proprietatea caracteristica a spatiilor prehilbertiene
Fie 7 un spatiu prehilbertian. Pentru orice X, y € H avem
lx+¥1I2 +llx =yl =G +yx+N+Ex-yx—-y) =
=)+ )+ @0+ @)+ 0 - (xy) — 0+ Oy =20l + 2llyll%
Identitatea obtinuta
lx + 112 + llx — ylI? = 2|lx|I* + 2|lylI? (1)
se numeste identitatea paralelogramului.

John von Neumann si lordan 1n anul 1935 au demonstrat ca identitatea

paralelogramului este o proprietate caracteristica a spatiilor prehilbertiene.

Teorema. Pentru ca un spatiu liniar normat H sa fie spatiu prehilbertian este

necesar si suficient ca pentru orice X, y € H sa fie adevarata identitatea paralelogramului.



Demonstratie. Necesitatea conditiei acestei teoreme a fost stabilitd mai sus. Sa
demonstram suficienta. Fie ca in spatiul liniar normat H pentru orice elemente X, y este
adevarata egalitatea (1).Vom demonstra ca in H poate fi definit un produs scalar (X, y),
astfel Incit ||x||? = (x, x) pentru orice X € . Vom considera cazul spatiului real. Tn acest

caz punem

() = lx + I = Ilx = yII2). ¥

Vom ardta ca formula (2) defineste un produs scalar care genereaza norma din

spatiul H.
Avem
1 1
(%) = 7 (llx + x]1? = llx — x[1?) = 2 l12x]1* = ||x|* = 0;

(x, x)=0 daca si numai daca ||x||? = 0 si deci x =0 ;

1 2 2y _ L 2 2
0, x) =2 (ly +xl1° = lly = xlI1) = Z (lx + ylI* = llx = ylI%) = G, ).

Deci primele doua axiome ale produsului scalar sunt adevarate.. Trecem la a treia.

Utilizind formula (2) si identitatea paralelogramului, obtinem
4 (x+y,2)-(x2)-2) =llx+y+zII> = llx +y —z|* -
—llx+zlI? + llx =zl = lly + zlI* + lly — zII> = |(x + 2) + yI*> +
Hic+2) = ylIP = llx+ =N = llx = -»I* = llx+ 2l +
Hlx = zlI2 = lly + zII* + lly — zlI> = 2|lx + z|I* + 2|lyll* — 2]|x]|* —
=2llz = ylI* = llx + zII* + llx = z|I* = lly + z|I* + lly — z|* =
=llx +zII? + llx — zlI> = llz = ylI* = llz+ ylI* +
+2[lylI? = 2[lx[1> = 2[|x[I* + 2|1zI1* = 2[|z[I> = 2]IylI* + 2[ly[I* — 2[|x|I* = O.

De aici rezulta justetea celei de-a treia proprietati a produsului scalar:



(x+y,2z)=(x,2)+ (y,2).

Din aceasta egalitate avem

2x,y)=(x+xy)=(xy)+xy) =2xYy).

Utilizind metoda inductiei matematice, stabilim ca

(nx,y) = n(x,y),

pentru orice n € N.

-~ . 1 .
Inlocuind pe x cu X, obtinem

@)= (e 5x) =n(x)
xy)=(n-—xy)=n{—xy)
Sau
(;27) = oy
—xy)=—(xy).
In consecinti pentru orice m € N avem
(Tx )—(m-lx )—m(lx )—E(x ) (3)
TNY)= SOy )=mioxy ) =—y).
Din (2) rezulta ca
1 2 2
0,y) =7 U0+ ¥l =10 =ylI") =0

sideci0 = (x+ (—x),y) = (x,¥) + (—x,y) sau (—x,y) = —(x,y).
De aici si din (3) obtinem
(-2xy) =2(=x3) = -2 (. (4)
Prin urmare, tinind cont de (3) si (4), pentru orice numar rational r € Q avem

(rx,y) =r(x,y) ()



Fie acum A € R un numar real arbitrar. Daca r, € Q, r,— A atunci, utilizind

continuitatea operatiilor algebrice s1 a normei intr-un spatiu normat, obtinem

(%, 9) = 7 (e + Y12 =l = Y1) = 3 (lAx + Y11 = 122 = yI) = (Ax,).
Pe de alta parte, din (5) avem
(rx, ) = 1 (x,y) = A(x, y).
Conform unicitatii limitei unui sir convergent, avem
(Ax,y) = A(x, ),

adica si cea de-a patra axioma a produsului scalar este satisfacutd. Asadar, pentru cazul

spatiului real teorema este demonstrata.

Daca spatiul normat este complex, consideram expresia

1

()1 = Ul + Y112 = llx = ylI? + illx + iyll* — illx — iyll*) (6)

T4
Utilizind (2), constatam ca relatia (6) se poate scrie sub forma
()1 = (x,y) = i(ix, y).

Din cele demonstrate mai sus rezulta, ca
(x+zy)=K+zy)-ilix+izy) =(xy)+(zy) -
—i(ix,y) —i(iz,y) = (x,y)1 + (2, )1, (7)

(Ax,y)1 = (Ax,y) —i(idx,y) = Alx,y) — Ai(ix,y) = Ax,y);  (AeR)

Pe de alta parte, pentru numarul imaginar i avem
. 1 . 2 . 2 . . . 2 . . . 2
(ix, y)1 = 7 (lix + ylI* = llix = ylI* + illix + iyll” = illix = iyll) =

1o 2 : 2 4 2 _ 2
=7 (lix + ylI7 = flix = ylI" + illc + lI" = il = y1I%) =



i : .
=5 (lx+ yIZ = llx =yl + illiCe + i)l = illiGx — i)II*) = iCx, ¥)1.
Pentru orice numar complex A + i acum obtinem

((A + l[l)X, y)l = (AX + l,LlX, y)l = (ix, y)l + (l,llX,)f)l = A(xly)l + llu(xl y)l =
= @A+ i(xy)1 (8)

Proprietatile 1) — 2) ale produsului scalar rezulta direct din (6):
1 2 . . 2 . . 2
Ce, )1 = 7 (1217 + 2l (2 + Dx|I” = 2l (A = D) =.

1, 1.
= IlxlI? + S illxll? = S illxl1* = llx]I* > 0, 9)
1 2 2 4 i 2 — )
G y)y =7 (lx + yII7 =l = ylI" + il + iyll® = illx — iyll*) =

1 2 2 . . 2 . . 2
=7 Uy +xl” = lly = xll” + illix = ylI* = illix + y1I%) =

= i(lly +xlI? = lly — xII? = illy + ixll* + illy — ix]I*) = (v, %);. (10)

Relatiile (7) — (10) arata, ca formula (6) defineste un produs scalar in spatiul

normat complex H, astfel incit ||x||? = (x,x); pentru orice X € H. Teorema este

demonstrata.

Exemple.

1. Din paragraful precedent cunoastem ca spatiul |, este spatiu Hilbert. Fierste
apare Tintrebarea : mai sint oare printre spatiile I, (1< p <) spatii Hilbert ? Sa
aritim ci nu sint. In adevar, fie |, — spatiu Hilbert. Atunci pentru
x =(1,0,0,..), y=1(0,1,0,..) avem

1 1
Ix +yll =27, lIx =yl =2r, lIx]| = llyll =1

st deci, conform identitatii paralelogramului, avem



2 2 2

20 4+20 =242, 20=2, p=2

2. In spatiul C[0, 1] sid luimx =1, y = t. Avem |lx + y|| =2, |[x — y|| =1 si
deci |lx+ y||12 + |lx — ylI?= 5 # 4= 2||x||?> + 2||yl|*>. Prin urmare spatiul
C[0, 1] nu este spatiu Hilbert.

§ 31. Ortogonalitate Tn spatiile prehilbertiene
Fie 7 — un spatiu prehilbertian.

Definitia 1. Doi vectori X, y € H se numesc ortogonali, daca (X, y) = 0. Se noteaza

XLy.

Este evident ca x L yk (k=1, 2, ..., n) implica
n
x 1 z a,y, (ap € K).
k=1

Teorema 1. (Pitagora). Daca vectorii {xf}: din spatiul prehilbertian sint ortogonali

doi cite doi, atunci

n 2 n

2
>l =D Ikl
j=1 1

j=



Tn particular, dacd x Ly atunci ||x + y|I*>= |lx||> + lly]|?.

Demonstratie. Vectorii {x]}: sint ortogonali doi cite doi si deci (x;,x;) =0

(J # k), ceea ce implica

n n n n
z zxj,E Xk z Z(xpxk) Z(x]'x]) ZHXJ”
j= k=1 j=1k=1

Aceasta teorema se generalizeaza pentru o multime numarabila de vectori. Desigur,

n acest caz trebuie sa asiguram convergenta seriilor respective. Este adevarata

Teorema 2. Fie {x]}io — un sir de vectori ortogonali doi cite doi n spatiul Hilbert

H. Seria

Lie=1 Xk 1)

converge in H, daca si numai daca este convergenta seria numerica

Zizallxell?. (2)

In cazul convergentei seriei (1), avem

2 00
= ) Il
k=1

Demonstratie. Fie seria (1) convergentd. Conform criteriului de convergenta al

(0.0)

Y,

k=1

seriilor in spatiile Banach, pentru orice € > 0 exista no € N, astfel incit
n+p
IXe=re il < Ve 3)
oricarearfin>ngsip € N.

Tinind cont de teorema 1, ridicam ambele parti ale inegalitatii (3) la patrat si

obtinem

+
Yeonsallxill® <& (4)



oricare ar fin> ng si p € N. De aici, conform criteriului Cauchy de convergenta al seriilor
numerice, obtinem ca seria (2) este convergenta. Prin urmare, convergenta seriei (1) n
spatiul Hilbert H implica convergenta seriei numerice (2). Repetind acelasi rationament in

ordine inversa, obtinem cd din convergenta seriei (2) rezulta convergenta seriei (1).

Sa demonstram acum partea a doua a teoremei. Daca

atunci, utilizind teorema 1, putem scrie

lIsll? = Xk=qllxill?. ()

Cum insa

oo
lim s, =s= Exk
n—oo

si norma este o functie continua, avem
lim [[sp || = IIs]].
n—-oo

Trecem acum la limita in egalitatea (5) si obtinem

(0]
Islz = ) el
k=1

Definitia 2. Se zice ca vectorull x € H este ortogonal pe multimea nevida A c H,

daca x L yoricarear fiy € A. Se noteaza x L A.

Teorema 3. Vectorul x € H este ortogonal pe multimia A — H, daca si numai daca

X este ortogonal pe Tnchideria acestei multimi.

Demonstratie. Deoarece A — A, din x L 4, evident, rezultd x L A. Reciproc, fie

X L A. Dacid y € A, atunci existi {y,}° € A cu



lim y, = y.

n—oo

Produsul scalar fiind o functie continua, avem
(x,y) = lim(x,y,) = lim 0 = 0.
n—-oo n—-oo
Deci x L y pentru orice y € A si prin urmare x L A.

Consecintia. Daca multimea A este densa in spatiul H si X L A, atunci x = 0.

Intr-adevar, in acest caz x 1. A = # si, in particular x L X. Tnsa (X, X) = 0 implica
x=0.

Definitia 3. Fie A o multime nevidi din H. Multimea A+ = {x € H:xL A} se

numeste complementul ortogonal al lui A.
Teorema 4. Multimea A+ este un subspatiu al spatiului 7.

Demonstratie. Fie y, z € AL, o € K. Pentru orice x € A avem (X, y) = (X, z) =0 si
deci (X, y+2)=(XVYy) +(X2z)=0(oay) =a( y)=0.Prin urmare, y + ze A,
aye At adici A' este varietate liniara. Ea este si inchisd , deoarece daca y, € A%,
71113010 Yy, =y, atunci pentru orice xe A avem Al_)rglo (X, y,) = (X, ). Insa, deoarece (X,
¥,,)=0, rezulta ci (x, y) =0 si deciye A+

Definitia 4. Multimile M, si M, din spatiul H se numesc ortogonale, daca

X Ly oricare ar fi xeM, ,yeM,. Se scrie M; 1. M,.

§ 32. Distanta de la un punct la 0 multime convexa

Definitia 1. Fie E un spatiu liniar si X, Y € E. Se numeste segment de extremitati X si

Yy (se noteaza [X, Y]) mulfimea tuturor elementelor de forma



[x,y] ={(1-Dx+Ay:0 <1< 1}

Se spune ca o multime M din E este convexa, daca pentru orice pereche de elemente

X,y € M totsegmentul [x, y] apartine multimii M.
Exemple.
1. Orice varietate liniara intr-un spatiu liniar este multime convexa.
2. Orice sfera intr-un spatiu liniar normat este multime convexa,
Intr-adevir, fie X, y € S(a, r). Atunci || x—a||<r,||y—al| <rsideci
IA-—Dx+Ay—a|l=l(1-Dx+Aly—(1—ADa—Aa|l <
<A-MDlx—all+Ally—all<@—-Dr+Ar=r.
Prinurmare (1 —A)x + Ay e S(a;r)oricarearfi1: 0 <1< 1.

Tinind cont de definitia distantei de la un punct la o multime intr-un spatiu metric e

firesc sa acceptam urmatoarea definitie.

Definitia 2. Fie 9t un spatiu liniar normat, M — o multime oarecare nevida din 9t si

X € N. Se numeste distantd de la x |a M numarul nenegativ
p(x, M) = ylgngllx =yl

Teoremai. Fie H un spatiu Hilbert, M — o multime nevida convexa si inchisa in H.
Pentru orice x € H exista in M un element y, determinat in mod unic, astfel incit
| x=y | = p(x, M) . Cu alte cuvinte, pentru orice x € H Tn multimea M exista elementul
de cea mai buna aproximare a lui X (elementul ce realizeaza distanta de la X la M) si un

astfel de element este unic.
Demonstratie. Fie x € H. Pentru simplitate punem p(x, M) = p. Avem deci
p = infllx —ull.

Conform definitiei marginii inferioare, exista un sir {u,,};° < M, astfel ca



1
plx—ull <p+z (m=12.) ®

Sa aratam ca sirul {u,, }7° este fundamental. Aplicam identitatea paralelogramului si

obtinem
10— up) + O — w17 + 11— up) — (6 — w112 = 20l — unll? + 21 — w1

De aici rezulta egalitatea

2
Untu
it = w2 = 2l1x = 1% + 2l = wp1? = 4 |20 = 22|, )

Tntrucit elementele u,,, u,,, € M, multimea M fiind convexa, avem

U, + Uy
2

eEM

(in definitia segmentului punem A = %) Prin urmare,

ot 2.

Din (I) — (3) obtinem

1\2 142 4 4 2
)

2
||um—un||2<2(p+£> +2(p+a> —4p2=(5+a +ﬁ+m—>0

(m, n — )

si deci sirul {u,}7° este fundamental. Spatiul H fiind complet, rezultd ca acest sir este

convergent. Fie

lim u, =y.
n—-oo

Multimea M este inchisd si deci Yy € M. Trecem la limitd in inegalitatile (1) si

obtinem : p < [[x —y|| < p, adicd ||x — y|| = p.



Sa demonstram unicitatea elementului de cea mai buna aproximare din M. Fie

llx — |l = llx — y1l| = p, undey, y1 € M. Tinind cont, ca multimea M este convexa, avem

Y1 o M si deci

Y+
2

1 1 1
=Sl = )+ =yl <5l =yl + 5 llx =l = p

ps -

Prin urmare, [|[(x —y) + (x —y )|l = llx =yl + l|lx — y4|| , adicd in inegalitatea
triunghiului are loc semnul “ egal “, ceea ce in orice spatiu Hilbert implica existenta unui

numar A > 0, astfel incit

(x —y) = A(x — y1).

De aici p = ||lx —y|| = Allx — y,|l = Ap . Egalitatea p = Ap implica p = 0 sau

A = 1. Tn ambele cazuri y; = y.

Observatie. Intr-un spatiu Banach arbitrar o teoremd analoga nu este adevarata,
adica n multimea M poate sa nu existe elementul cel mai apropiat de elementul x sau pot
ca existe mai multe elemente ce realizeaza distanta de la X la M. Dam exemplele

respective.

| . Tn spatiul C[0, 1] considerdm subspatiul L = {x € C[0, I] : x(0) = 0} si elementul
Xo(t) = I. Atunci:

p(xo, L) 31}61{”350 yll = ;g{ggggll y@®)| = 1an1 y(0)| =1.

Pe de alta parte, p(xy,L) < ||x, — 0] = 1. De aici p(xy, L) = 1. Se constata fara
dificultate, ca pentru orice y € L cu proprietatea 0 < y(t) < 2 avem ||x, — y|| = 1 si deci
toate aceste functii realizeaza distanta de la x, la L (putem, considera, de exemplu, y(t) =
=sin at, 0 < a < I). Aici, pentru elementul x,e C[0, I] in multimea L eXxistd 0 multime

infinita de elemente de cea mai buna aproximare.

3. In spatiul |; consideram multimea



] s _
={g}, eb: ]_I_lf =0

j=1

<
I

Se vede usor ca multimea M este varietate liniara (si deci multime convexa) inchisa

in [,. Sa aratam ca pentru orice x € I, X # 0 avem p(x, M) < ||x||. Fie

2 J
—¢=a, e =<O,...,O,1,0,...>,
j+1 ———

j=1

k+1 k+1x j
U =x—a 2 ex = | $1 s Sk-1, Sk — 2 Zj+1fj'fk+1'---

j=1
Elementele u, € M si deci
k+1
pC, M) = infllx —zI| < infllx — well = inf~= |a | = | £ 1]+1 & < <
S 16 <2 g ] = Il

Sa demonstram n continuare ca pentru orice Xo € l;, Xo € M Tn multimea M nu
exista un element de cea mai bun aproximare. Admitem contrariul. Fie z € M,

p(xg, M)= ||lxg — zol| . Notam xy, — zo = u. Avemu#=0si p(u,M) = iél,&”u —
zZ
z|[ = inf |lxo — (2o + 2)Il = inf |lxo —yll = p(xo, M) =lIxo — —2zoll =llull. Conform
ZEM YEM

celor demonstrate mai sus, egalitatea p(u, M) =||u|| este imposibila , deoarece u # 0.
Asadar pentru orice Xo € [, Xo € M Tn multimea M nu exista un element de cea mai buna

aproximare, desi multimea M este convexa ( chiar este subspatiu ).



§ 33. Proiectia unul vector pe un subspatiu

Fie I un subspatiu al spatiului Hilbert H. Confonn teoremei din paragraful
precedent (deoarece subspatiul este un caz particular al multimii convexe si Tnchise) ,
pentru orice X € H exista un element unic determinat y < 9Mt, astfel incit p(x, W) =

=|| x =y ||. Acest element y poseda o proprietate importanta , ceea ce rezulta din

Teorema l. Dacix € H,y € M si||lx — yl|| = p(x, M), atunci x —y L I

(x—y,z)
llz]|?

Demonstratie. Fie z € 9t, z # 0. Punem A = si consideram elementul w =

y + Az. Evident, w € Mt si
M <|Ix—wllP=x-wx—w)=x—-—y—Az,x —y—1z) =

|-y |2
EE

=(x—y,x—y)—Azx—y)—Ax—v,2) + 2A(z,2) = |lx — y|I* —

(G2 |2 | [G=y2)|? 2 (x, M) — |(x-y.2)|?

llzII? llzII? lIzI1?

Prin urmare ,

P < 2 (x, M) — &2 ”

llz11?

De aici rezulta

Iw—yjﬂzgo
HE

si deci (x —y,z)=0. Intrucit elementul z a fost luat arbitrar in 90t, rezultd ca x - y L M.
Observatie. Daca pentrux € H,y € It avem x —y L I, atunci
p(x, M) = [x—yll.

Intr-adevar, fie y1 e M — un element arbitrar din M. Elementul y—

y,€ M ,iar x - y L M, ceeace implica x - y L y—y;. Aplicam teorema Pitagora si

obtinem



2
Ix = y1lI?= ||(x= ») + v =y || =lx = yIIP+lly = yall* = lIx = ¥l

Prin urmare, ||x — y4 || = |Ix — yl| = p(x, M) pentru orice y; € M. De aici rezultd ci
lx — ¥yl = p(x, J0).

Teorema 2. Daca H este un spatiu Hilbert, iar 9t un subspatiu al lui #, atunci

orice element x € H se reprezinta in mod unic sub formax=y+zcuy e M,z € M.

Demonstratie. Pentru orice X € J, in virtutea teoremei din paragraful precedent si a
teoremei 1, exista un elementy € M Incit x —y L Wt. Notdm X —y = Z si obfinem X =y + Z,
y € M, z € M+, Sd demonstram unicitatea reprezentdrii. Fie x =y' +z',y' e M, 7' € M L.
Avem x+y=y +z,y—y =2 —z.Insa M"* este de asemenea un subspatiu si deci
I’-ze Mt (sauz'—z LM). Deaiciy-y' =z'—z L M. Diny—y' € N si y—y' L M rezulta
(y—v,y-Y) =0. Ultima egalitate implica y — y' = 0, ceea ce la rindul sau implica y' =,
Z'=1z.

Avind n vedere definitia sumei directe a doua subspatii, din teorema 2 obtinem

Teorema 3. Fie M un subspatiu al spatiului Hilbert #, iar M+ — complementul

ortogonal al subspatiului 0t. Spatiul H este suma directd a subspatiilor I si N L

H =M + M+, adica orice X € H Tn mod unic se reprezintd sub formax =y +zcuy e I,

ze M

Definitia 1. Daca spatiul H este suma directa a Subspatiilor It si 9t cu Wt L N,

atunci spunem ca H este suma ortogonala a subspatiilor 9t si 9t si scriem H =M D IN.
Teorema 3 acum poate fi formulate astfel:

Teorema 3'. Fie M un subspatiu al spatiului Hilbert 7, iar M+ — complementul

ortogonal. Spatiul £ este suma ortogonald a subspatiilor M si M+ *° H = NS M.

Definitia 2. Daca x =y +z,undey € I, z L M, atunci spunem ca y este proiectia

vectorului x pe 9t si scriem Y = prgy X.



Este clar ca in mod analog z = prgy. X.

Consecinta 1. Fie 9t 1 51 MM, — doua subspatii ale spatiului Hilbert  , 9t Mk,

W, # M. Existda in P, un element e, astfel incit |le]| = 1, e L Mt ;.

Intr-adevir, din teorema 3 avem M, = M ;@ N. Subspatiul N = {0} si deci exista

un vector e € N, |le|]| = 1. Evident, ec M, ,e L M.

Consecinta 2. Fie L o varietate liniara in spatiul Hilbert 7. Multimea L este densa

n #, daca si numai dacd X L L implicd X = 0 (adicd L+ = {0}).

Intr-adevar, daca L = H si X L L, atunci x L. #, ceea ce implica X L X, adica x = 0.
Daci insa L # H , atunci conform consecintei 1, existd Tn H un vector e astfel incit ||e]|| =

1siel L.

8 34. Sisteme ortonormate complete

Fie # un spatiu Hilbert.

Definitia 1. Un sistem de vectori {Xj} € H se numeste total, dacd x € H,

X L X (V]) implica x = 0.
Teorema 1. Sistemul {Xx;} c H este total, daca si numai daca el este complet in .

Demonstratie. Fie {X;} un sistem complet, adica L{x]} = H. Daca x L xj(V ])

atunci
m m
x,Zajxj =Za_](x,xj) =0
j=1 j=1

si deci X L L{x;}, ceea ce implica x L L{x,} =% .1n particular, x L x , adica (x,x) = 0,

X=0. Prin urmare, sistemul {x;} este total.



Fie ca {x]} nu este complet, adica L{x]} # H . Conform consecintei 1 si §33, exista

eeHculle|l = 1sie L L{x,} Inparticular, e L x; (V j), adica sistemul {x;} nu este total.

Definitia 2. Sistemul de elemente {Xxj} < H se numeste sistem ortogonal, daca

x .

i Lxg (j # k).Sistemul {Xj} € H se numeste ortonormat (sau ortonormal), dacd este

ortogonal si daca ||x]|| = 1 oricare ar fi |, adica

1,j =k
(o) = 5 ={o,] 2 k.

Teorema 2. Daca {x]} este un sistem ortogonal si nu contine elementul nul, atunci

elementele acestui sistem formeaza o multime liniar independenta.

Demonstratie. Fie

j=1
Pentru orice k=1,2, ..., m avem
m m
0=(0,x) = z ax;,x | = z a;(xj, x) = agllxll®.
j=1 ]=1

Tntrucit x;, # 0,rezulticia, = 0 (k=1, 2, ..., m ) si deci sistemul este liniar independent.
Sa examinam problema existentei sistemelor ortonormate totale in spatiile Hilbert.

Teorema 3. Daca spatiul Hilbert este separabil, atunci exista un sistem finit sau

numarabil de vectori {e j} , ortonormat si total n 7.

Demonstratie. Vom considera cazul dim H = oo (in cazul dim H < co rationamentul
este mai simplu). Fie {x]}io o multime peste tot densa in H si x;7#0. Punem n; = 1. Notam

prin n cel mai mic indice pentru care vectorii x,,, si x,, sunt liniar independenti, prin n3



cel mai mic indice pentru care vectorii x,_,x,,, X, Sint liniar independenti si asa mai

departe. Prin inductie obtinem sirul de vectori liniar independenti {xnk}zo. Notim
V1= Xn, Y2 = Xny e Vie = Xy oo
: k
si smk:L({yj}l) k=1,2,..)
o« < 1 “ o« - . Nk
Fara dificultate se constata ca dim Mty = K si L ({xf}1 ) =My (k=1,2,...). De

00
1

aici imediat rezultd egalitatea L({x]}io) = L({yj} ) Intrucit multimea {xj}c: este

0o
1

peste tot densd, avem H = {x]}io cL ({xj}c:) =L ({y]} ),de unde rezulta egalitatea

L ({y]}f) = H, ceea ce arata ca {yj}zo este un sistem complet. Asa cum

My cMec ... cWwc ...(Me #WV;) , din consecinta 1 §33 avem: existd

€ € 932,— ” €j ” = 1,e,-J_iUt,-,1(j:2, 3, )

Y1
lyall

Punem e; = Atunci {ej}zo este un sistem ortonormat §i L ({e]}io) =L ({y]}f)

De aici L ({e]}io) = 7 si deci {¢;} este un sistem ortonormat si complet in 1.

Sa expunem inca o metoda de obtinere a unui sistem ortonomat complet, pornind de
la un sistem complet de vectori liniar independenti, si anume, metoda de ortogonalizare
Gram-Schmidt.

Teorema 4. Fie {yj} un sistem de vectori liniar independenti Tn spatiul Hilbert F.

Exista un sistem ortonormat {ej} astfel Tncit

L (D) =2 ({e)
pentru orice n.

Y1
vl

. Alegem vectorul z, =y, —af)e1 astfel ca

Demonstratie. Punem e; =

(z2, €1) = 0. De aici avem:



0= (23,1 = (¥2,€1) — )(91; e1) = (2, e1) — a(z)’

(2

de unde rezulta ca a; ) = (yz,el) Elementul z, # 0, deoarece vectorii y; si y, sint liniar

independenti. Punem e, = Evident e, 1 e;. Din

llzz zII

V1
lyll’

e = y1 =yl - ey,

e
1 @)

ay
| "Y1 Vo = z31| - e; + a; " ey.

=TT 4 R T T TR
[EA 121l - [l 1]

imediat obtinem

L) =Lted), L)) =L(le)).

Pentru a demonstra teorema, vom utiliza metoda inductiei matematice. Fie sistemul

de elemente ey, e,, ..., e, obtinut din y;, V5, ..., Vi cu proprietatile

. . m m
ej Le (j#1), L ({y]-}l ) =L ({e]-}l )(m < k). (1)
Vom construi elementul e, iIn modul urmator: alegem elementul z;,; = Vi41 —
" aj(k+1)ej, astfel ca (z,41,¢) = 0 (i =1,2, ..., k). De aici avem a(k“) (Yk+1.€)
G=L2,....,Kk).

Conform egalitatilor (1) avem

Zaj(k+1)e] e L {e]} ) — 1 ({yj}f)

—.
[y

si deci



Prin urmare, zy,1 = —X/_,¥;¥; + Yk+1. Vectorii {y;} fiind liniar independent ,

rezultd ci z;,,, # 0. Punem ek+1=”Z"—+1| si obtinem
k

Zi41l

(ek+1,ej) l (Zk+1'e]) =0 (=L2,...,Kk). (2)

IIZk

Avem

1 1
e =
k+1 Zksall ] 1y]y] ” Vik+1,

¥t —yk (k+1)
Ye+1 = Zg+1 T Z, 14 € =j=14; e + |Zxs11l €xs1-

De aici sidin (1) —(2)

rezultie; Le, (j #1i; i,j<k+1) ,L ({y]}k +1) =L ({ej};{ +1).
Conform principiului inductiei matemetice, exista un sistem ortonormat {e ;},
astfel incit
L (b)) = L(fei;)
pentru orice n. Teorema este demonstrata.

Este evident acum, ca daca sistemul de vectori {y;} este complet in spatiul Hilbert

H , atunci aplicind metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt, obtinem un sistem

ortonormat complet in .

§ 35. Serii Fourier Tn spatii Hilbert

Prin ® vom nota un numar natural n sau oo.

Fie {ej}:) un sistem ortonormat (finit sau numarabil) in spatiul Hilbert H. Pentru

orice X € H numerele



¢=(xe) (G=12..)
T . . A . W,
se numesc coeficientii Fourier ai vectorului X n raport cu sistemul {ef}1 ,1ar " seria
w —_— w
Xiice = Xila(x e)e; (1)
se numeste seria Fourier a elementului X.

Observatie. Daca o= ne N, atunci seria Fourier se transforma intr-o suma finita

de elemente ale spatiului .

Teorema 1. Suma partiala

Sp = Cje]-

n
j=1
a seriei (1) este proiectia vectorului X pe subspatiul H, = L ({ej}:).

Demonstratie. Si ardtim ci x — s, L . Intr-adevir
(x — S, ej) = (x, ej) — (sn, ej) = ¢ — Xk=1 ck(ek, ej) =¢—¢=00j=12,..,n),

ceea ce implicda x —s, L L ({e]-}r) = H, . Evident, s,, € H, . Prin urmare x = s,, +
+(x—s,)cus, e Hn,x—s, L H, , ceeacearata cas, =prq, X
Din aceasta teorema si observatia din 833 imediat rezulta

Consecinta 1. Pentru orice

n
zZ = z ajej eH
=1
avem
n n
X — Z(x, eeill < ||x z aje|,
j=1



adicd suma partiald a seriei Fourier a elementului X reprezintd elementul de cea mai buna

aproximatie a lui x cu elemente din #

Consecinta 2. Pentru orice X € H are loc inegalitatea

2
;lel(xr e])| < ”x”2 ) (2)
numitd inegalitatea Bessel.

Intr-adevir, aplicind teorema Pitagora, obtinem

n

2

112 = llsw + Gt = 50112 = llsn I+ = 50 12 =l 2 = ) |Gor )]
j=1

si deci

2
=1l < llxll? 3)

Asadar inegalitatea (2) este demonstrata pentru orice numar natural n, adica pentru

® < oo, Trecind la limita n (3) cu n — oo, obtinem (2) si pentru cazul ® = oo.

Daca pentru un element oarecare X € H in inegalitatea Bessel are loc semnul “egal”,

atunci se spune ca pentru acest element X este adevarata egalitatea Parseval.

Teorema 2. Seria Fourier (1) a oricarui element X € ' este convergentd. Suma s a

acestei serii este proiectia vectorului X pe subspatiul

Hy =1L ({e]}(f).

Suma seriei Fourier a elementului x este egala cu X, daca si numai daca pentru

elementul x este adevarata egalitatea Parseval.

Demonstratie. Convergenta seriei Fourier a elementului X rezultd imediat din

inegalitatea Bessel si teorema 2 831, deoarece

I Cx, ej)ej” = |(x, ej)|



siej Leg, j#k

Fie s suma seriei Fourier

(O]
S = Cjej.
j=1
Atunci din aceasi teorema avem
(O]
2
2 _
stz = ||
j=1

Este evident ca s € H,. Sa aratam cd x —s L H,. Utilizind continuitatea si

liniaritatea produsului scalar, obtinem
w w
(x - S, ej) = (x, e]) - (S, e]) = Cj — Z Crk€r, ej = Cj - Z Ck(ek, e]) = Cj - Cj = 0.
k=1 k=1
De aici x — s leG=12,..) ,x—s 1L ({ej}?) sideci x —s LL ({e]}i)) = H,.

Prin urmare s = pry;, X.

Tn continuare avem (aplicind teorema Pitagora)
()
2
112 = lls + Ge = I = llsl + lx = s> = > |g;|” + Il = sII%.
j=1
De aici obtinem : S =X, daca si numai daca

(V)
Il = > g%
j=1

adica pentru elementul x este adevarata egalitatea Parseval.

Rezumind cele demonstrate aici si in paragrafele precedente, ajungem la



Teorema 3. Fie {ej};o un sistem ortonormat in spatiul Hilbert . Urmatoarele

conditii sint echivalente:

1) sistemul {e;} ” este total in 7;
- w N
2) sistemul {e; } * este complet in #{;

3) pentru orice X € H avem

()

X = Z Cj€j (Cj = (x, e]-));

j=1
4) pentru orice X € H este adevarata egalitatea Parseval
2
llll? = X5=q]cs] "
Demonstratie. Conditiile (1) si (2) sint echivalente conform teoremei 1 834, iar (3)
si (4) — conform teoremei 2. Sd demonstram implicatia 3) — 1). Daca x Le; (V j),
atunci ¢; = (x,;) = 0'si din 3) rezultd x = %%, ¢je;=0, adica sistemul {e;} " este
total. Sa demonstram implicatia 1) —  3). Fie s = X9_, cje;. In demonstratia
teoremei 2 a fost stabilit, ca x —s Le; (V ). Intrucit sistemul {ej}z) este total, de

aici rezulta egalitatea x —s = 0 sideci x = Z‘]’Ll cje; . Teorema este demonstrata.

Sa observam , ca daca {ej}(; este un sistem ortonormat si x =
jf):lijej,atunci §i=c; (V). Intr-adevir, ¢j = (x, ej) = (Z(,?:l?;kek,e]-) =
= D=1 fk(ek: ej) = fj-
De aici si din teorema 2 obtinem

. w - . A
Teorema 4. Pentru ca un sistem ortonormat {e]-}1 sd fie o baza ortonormata Tn

spatiul Hilbert H este necesar si suficient sa fie indeplinita una din urmatoarele conditii

echivalente:



1) sistemul {e;} " este total;
2) sistemul {e;} " este complet;

3) orice vector xeH se poate reprezenta sub forma

®
j=1

4) pentru orice X € H este adevarata egalitatea Parseval

w
Ixll? = > |ce e
j=1

Sa mai observam, ca orice spatiu Hilbert separabil contine sisteme ortonormate totale

(conform teoremei 3, § 34), adica baze ortonormate.

§ 36. Izomorfismul spatiilor Hilbert separabile

Teorema. Orice douad spatii Hilbert separabile reale (complexe) infinit dimensionale

sint izomorfe si izometrice.
Demonstratie. Fie 7, si H, — doua spatii Hilbert separabile reale (complexe) cu

dimH; = dimH, = o si {ej}io, {(p ]}io — doua baze ortonormate ale acestor spatii.

Pentru orice x € H, avem

(O]

X = z C €k (ck = (x, ek)).
k=1
Din egalitatea Parseval obtinem
llxl1? = M= lexl®. 1)

Vectorii {c; gok}(lu sunt ortogonali doi cite doi si deci, conform teoremei 2 § 31, seria



2]?:1 Ck (0]( (2)

converge, daca si numai daca este convergenta seria

[0.]

2
> llexal”
k=1

insa ||ck(pk|| = |cy] - ||(pk|| = |cx| (k = 1,2,...) si deci din convergenta seriei (1) rezulta
convergenta seriei (2). Fie

(00]

z kP, =Y € Hy.
k=1

Consideram acum aplicatia f : H; —>H, definita de relatia f(x) =y, unde
x=zckek» )’=ch¢k
k=1 k=1

Se vede usor, ca aplicatia f este liniara: f(x + X) = f(x) + f (%), f(ax) = af (x)

pentru orice x, X € H; si o € R (respectiva € C) .

Aplicatia f este injectiva. Tntr-adevar, fie f(x) = f(¥). Daca

[0 ] o0
X = z axey, X = zﬂkek»
k=1

k=1
atunci
FE) =) o, f® =) o,
k=1 k=1

Insa {gok}zo este 0 bazd ortonormata a spatiului H, si deci relatia f(x) = f (%)

implicd o = B, (k = 1,2,...), ceea ce la rindul sdu implicd x = X.

Aplicatia f este surjectiva. Daca y eH,, atunci



Y= Z Vi Py
k=1

Pentru vectorul x =Yy, y,ex€H; avem f(x) =y. Prin urmare, aplicatia f

este bijectiva.

Sa aratam ca f pastreaza produsul scalar a oricaror doi vectori. In adevar, fie

(0)e) [oe]
x=2akek: f=z:ﬁkek-
k=1

k=1
si deci
FE) =) g, f® =) o,
k=1 k=1
Avem
(x,%) = (xz ,Bkek> = z Br(x,e) = z P
k=1 k=1 k=1

(OO, F () = (f(x),z ﬁk¢k> =) Blf9.0) = ) abi
k=1 k=1 k=1

si, prinurmare, (f(x), f(x)) = (x,X).

In particular, dacd x = &%, atunci obtinem ||f(x)|| = ||x||. Deoarece aplicatia f este

liniara, avem

If () = fF@DI = lIf (x = 2l = llx = zl|,

adicd f este o aplicatie izometrica. Orice izometrie este continud. Aplicatia f ~1: H,—>H;
este de asemenea izometrica si, prin urmare, este si continud. Deci f este o aplicatie

1izomorfa §i izometrica a spatiului H; pe spatiul H,.



Consecinta. Orice spatiu Hilbert separabil infinit dimensional real (complex) este
izomorf si izometric cu spatiul I, real (complex). Tn particular, spatiul Lz[a, b] este izomorf

si isometric cu spatiul .

Observatie. Fie H; si H, - douda spatii Hilbert finit dimensionale reale
(complexe) de aceeasi dimensiune m. Daca {e]-}T§i {o J}T sint doua baze ortonormate
ale spatiilor H; si H, respectiv, atunci evident, aplicatia f : H;—>H,, definita prin

formula

f(Z =1 %€ ) it o4@;

stabileste un izomorfism isometric al spatiului H; si H, . Prin urmare, teorema
demonstrata mai sus este adevarata si in cazul spatiilor Hilbert finit dimensionale de

aceeasi dimensiune.

§ 37. Baze ortonormate in unele spatii concrete

1. Tn  spatiul I,  considerim  sistemul de  vectori {er3 | en =

<0,...,O,1,0,...> . Acest sistem este ortonormat . El este si total. Tntr-adevir,

fiex = (§) si (x,e,)= 0 (k = 1,2,...). Intrucit (x, e, )= &, , obtinem x = 0. Prin
urmare, sistemul {e; }7° constitue o baza ortonormata a spatiului Hilbert I.

2. In spatiul Ly[-x, 7] consideram sistemul trigonometric

1 1 1 1 1
cost,—sint,..,—cosnt,—sinnt, ...

V2r'Nm o Nm N n N

Se vede usor ca

T 1 . sinntdt = f” L cosnt - —sinmtdt = 0,

i
[T ———cosntdt = fnﬁn = = =

~n \an V&



1 1
f—cosnt —cosmtdt = —smnt —smmt dt = 0 (m #n),
NG NG

1

f_nn (\/% cos nt)2 dt = f_nn (\/LE sin nt) dt = [" (ﬁ)z dt =1,

ceea ce arata ca sistemul trigonometric este ortonormat. Conform teoremei 5, § 27, acest

sistem este si complet si deci formeaza o baza ortonormata a spatiului Ly[-, «t].

Prin urmare, orice functie X € L;[-n, n] se dezvolta in seria Furier a ei in raport cu

sistemul trigonometric:

x(t) =ay+a,cost+ b;sint + -+ a, cosnt + b, sinnt + -, (1)
unde
T T
o [x@ar,  ay=— [x@cosnear
0= 5 X ) a”_n x(t)cosn ,
et e
s
1
b, = jx(t) sinnt dt.
-1

Seria (1) converge in spatiul L,[-7, 7].

Daca vom considera spatiul Ly[-1, 1], atunci din cele de mai sus cu usurinta se

deduce ca sistemul

1
—,cosmt,sinnt, ..., cosnt, sinnt, ...

V2

constituie o baza ortonormata a acestui spatiu.
4) In spatiul L[0, 1] consideram sistemul
{ez’m”;n =0,+41,+2, } (2)

Sistemul este ortonormat, deoarece



1
;s Oon=+k

2nnti |, , 2wkt — ’
fe e dt {1,71 -
0

Conform formulelor Euler, avem

2nnti +e —-2nnti

2

e

cos 2nnt =

2nnti __ e —2nnti

21

e

sin 2nnt =

Intrucit  sistemul 1, cos 2mt, sin 27t ..., cos 2nnt, sin 2nnt, ... este complet n
L.[0, 1], combinatiile liniare ale acestor functii formeaza o multime peste tot densa n

L,[0, 1].

Prin urmare combinatiile liniare ale functiilor {e?™ = 0,41, +2, ...} formeazi o

multime peste tot densa in L[0, 1].

Deci sistemul (2) este un sistem ortonormat si complet in L,[0, 1], adica este o baza

ortonormata a spatiului L,[0, 1]. Prin urmare, pentru orice x € L,[0, 1] avem

x(t) = T2, ¢ emti (Cn _ fol x(t)e—znntidt) (3)

si aceasta serie converge in L,[0, 1]. Seria (3) se numeste seria Fourier a elementului X n

forma complexa.

5) Tn spatiul Ly[-1, 1] sistemul 1,¢,t?, ...,t", ... este liniar independent, dar nu este
ortogonal. Utilizind metoda Gram-Schmidt,obtinem un sistem ortonormat {BP, (t)}g .
Sistemul {t"}5” este complet (teorema 4, § 27) , si deci complet este si sistemul
{P,()}5 . Prin urmare, {P,(t)}3’ este un sistem ortonormat si complet in L,[-1, 1],

si deci constitue o baza ortonormata a spatiului L,[-1, 1]. Se poate demonstra ca

Vv2n+1 4"
P,(t) = —(t2=1" (n=0,1.2,..).
2n-nl-4/2 dt"

Polinoamele



n

d
——5n T t>*-1D" (n=01.2..)

L,(t) =

se numesc polinoame Legendre. Prin urmare,

+1
2

P, (t) = L (8) .

De aici rezulta ca orice functie X € L[-1, 1] se reprezinta sub forma

x(t) = Y=o CnlLn (£) (4)
Ccu
2 1 2
¢, = "2+ f x(6)L, (t)dL.

-1

Seria (4) converge in Ly[-1, 1].
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